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1. Introducción

Las redes sociales son un fenómeno muy importante en la vida y con mayor razón

hoy en d́ıa en un mundo tan globalizado. La forma en la que se distribuye el gas,

las conexiones que hay entre las diferentes aeroĺıneas, el conjunto de personas que le

pueden brindar a uno información sobre una vacante de empleo, por quién votamos,

la construcción de v́ıas de comunicación, los idiomas que hablamos, los productos que

compramos, entre otros, son sólo parte de los muchos ejemplos donde las redes de

comunicación, de transmisión, de contactos, entre otras, son trascendentes.

El objetivo de este trabajo es estudiar un modelo de formación dinámica de redes.

Tomaremos como base el modelo propuesto por Jackson y Watts (2002), al cual le

añadiremos más estructura, en términos de limitar la capacidad que cada jugador tiene

para conectarse con el resto de jugadores. Podŕıamos pensar en una situación en la

que un gobierno quiere construir tramos carreteros entre sus diferentes ciudades en

las que cada tramo tiene el mismo costo. Con el objetivo de modelar las restricciones

innatas que podŕıan tener los jugadores en su capacidad de formación de conexiones,

supondremos que todos los jugadores son ex-ante idénticos respecto de su capacidad de

formación de conexiones, pero no son capaces de formar todas las conexiones con todos

los demás jugadores aun cuando aśı lo quisieran. El supuesto anterior parece razonable

puesto que en la realidad los jugadores sufren de limitantes económicas, limitaciones

de tiempo o bien de alguna otra ı́ndole que pudiera no permitir a los jugadores tener
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tantas conexiones como desean. En el modelo de Jackson y Watts (2002) se usa una

definición de una red estable a pares que se propone por primera vez en Jackson y

Wolinsky (1996) y después se explica como se puede modelar el proceso de formación

de una red con el paso del tiempo. Lo anterior permite hablar de aquellas redes que

son estables a pares y que tienen la propiedad de ser redes a las cuales es fácil de llegar

con el paso del tiempo y dif́ıcil de salir aun cuando se permita la posibilidad de que

existan errores en el proceso de formación de una red. Lo anterior permite modelar

la evolución de las redes de un tiempo a otro como una cadena de Markov, donde

cada tiempo está asociado con una nueva red con la condición de que la nueva red sea

mejor que la anterior para uno o dos jugadores. A este proceso de formación de redes

lo estudiamos desde una óptica de los jugadores que están interesados en conectarse

y cuya utilidad está dada en términos de la mı́nima distancia que se tiene respecto a

cada uno de los jugadores con los que se conecta.

Aqúı estamos interesados en una clase particular de redes, aquellas que se modelan

mediante grafos no dirigidos. Es decir, nuestro interés se centra en analizar la relación

entre un conjunto de jugadores donde se pueda presentar una interacción de ida y vuel-

ta, donde la conexión fluye en ambos sentidos. Esto contrasta con los grafos dirigidos,

que permiten a un jugador relacionarse con otros de un modo tal que la relación no

necesariamente sea rećıproca. Ejemplos de estas situaciones, donde puede haber una

conexión sin consentimiento de ambas partes, son: la publicidad, el env́ıo de un correo,

las referencias a art́ıculos académicos. Por su parte, el tipo de redes en el que estamos
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interesados es en aquellas en las cuales para poder prescindir de una relación se puede

hacer unilateralmente, pero para formar una nueva conexión se requiere de la apro-

bación de ambas partes, esto es lo que se entiende por una red estable a pares. Estos

dos diferentes modos de modelar una red pueden arrojar diferentes resultados en los

modelos porque los incentivos en cada caso son bastante diferentes. Además, el interés

de este trabajo se sitúa sobretodo en el refinamiento de las redes estables predichas

como resultados de una dinámica de formación, en la que se incorporan perturbaciones

estocásticas o errores probabiĺısticos. La observación más notable en este trabajo es

que hay una única red estable estocásticamente bajo las condiciones antes menciona-

das aun cuando se tienen muchas redes estables a pares. Esto se puede entender como

un proceso en el que los jugadores si llegan a tomar decisiones apresuradas y no hay

una mioṕıa total, siempre se acabará llegando a la red con una componente y lo más

conectada posible.

Literatura Relacionada

El estudio de redes económicas ha tomado creciente interés en los últimos 25 o

30 años. Un trabajo ampliamente citado en la teoŕıa de redes sociales es Jackson y

Wolinsky (1996) en el que se establece por primera vez la noción de estabilidad a

pares, un concepto de estabilidad estático. Sin embargo también estamos interesados

en el proceso dinámico de formación de redes. Con el proceso dinámico queremos refinar

las redes estables que podemos predecir como equilibrio. El concepto de estabilidad a
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pares, que es el que se usa en este trabajo, sugiere que para que una red sea estable

se requiere que nadie quiera deshacer una relación existente unilaterlamente y que no

falte una conexión entre dos jugadores en la que ambos estén interesados en la red.

Además cabe señalar que la noción de estabilidad a pares para una red es diferente de

la definición de estabilidad de un equilibrio de Nash, el cual requiere que ningún agente

quiera desviarse. En el concepto de estabilidad a pares una posible desviación podŕıa

requerir del consentimiento de otro jugador, por lo que los conceptos son diferentes.

Para entender un poco más lo que se ha hecho en los últimos años en este tema se

mencionan algunos art́ıculos relacionados con este trabajo. Los art́ıculos más relacio-

nados con este son por supuesto Jackson y Watts (2002), Jackson y Wolinsky (1996) y

Watts (2001). Esto se debe a que por su puesto, las partes medulares de este trabajo

se basan en ideas cruciales de los art́ıculos antes mencionados. Del primero de ellos,

tomamos el concepto de redes estocásticamente estables y los resultados que ah́ı se

presentán para llegar a nuestras propias observaciones. Del segundo de ellos proviene

la base sobre la que se trabaja, la del concepto de estabilidad a pares. Por su parte, en

el último art́ıculo mencionado se obtienen intuiciones de la función de utilidad con la

que aqúı se trabaja.

Watts (2001) estudia un modelo dinámico de formación de redes concreto, su caso

de estudio es el de un modelo de conexiones en el que muestra cómo el proceso de

formación de una red repercute en la posible formación de una red eficiente. En su

trabajo, Watts, al igual que aqúı usa el concepto de estabilidad a pares inicialmente
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propuesto por Jackson y Wolinsky (1996). Además para este modelo particular muestra

que siempre existe tanto una red estable como una red eficiente y termina acertando

que dif́ıcilmente se converge a una red eficiente. Aśı que una aportación importante por

parte de la autora es la modelación de como surge una determinada red en el tiempo y

por definición termina en una red estable en el tiempo, aunque se hace para un modelo

muy particular y sin considerar la robustez de las redes predichas.

Otro art́ıculo relacionado también con este aunque no tan directamente como los

tres primeros art́ıculos mencionados es Bala y Goyal (2000), art́ıculo en el que aunque

bastante parecido en motivación a este difiere significativamente en el hecho de que

considera redes dirigidas a diferencia de aqúı que no se hace.

En un trabajo reciente, Bloch y Jackson (2005) se interesan en los posibles resul-

tados que se pueden obtener cuando el proceso de formación de una red se permitem

transferencias entre los jugadores. Analizan diversas situaciones en las que hay transfe-

rencias, como bien pueden ser transferencias directas o indirectas, ya sea para prevenir

o incentivar la formación de ciertas conexiones y en ese mismo trabajo inclusive mencio-

nan la posibilidad de contemplar pagos contingentes, donde los pagos a cualquier otro

jugador estén condicionados a la red que resulte en última instancia. En este trabajo

analizaremos que clase de redes podŕıamos esperar ver cuando existe una restricción

en la cantidad de conexiones que cada jugador puede formar.

Por último, Bloch y Jackson (2006) trabajan en clarificar las relaciones existentes

entre las distintas definiciones de equilibrio que más se usan en la literatura de redes. En
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particular, se enfocan en tres conceptos diferentes de equilibrio para una red: estabilidad

a pares, equilibrio de Nash a pares y equilibrio de Nash a pares con transferencias.

El resto de este trabajo está organizado como sigue. En la Sección 2 se presentan las

definiciones y los conceptos básicos. En la Sección 3 se presenta el tratamiento de redes

dinámicas. En la Sección 4 se añade el factor estocástico a las redes. Finalmente, en la

Sección 5 se presenta una restricción a las conexiones. La Sección 6 presenta algunas

observaciones finales.
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2. Modelo

En esta sección presentaremos los elementos necesarios para describir el modelo

que se plantea. Queremos modelar un conjunto de entes económicos entre los cuales

hay interdependencia y la posibilidad de ir creando o destruyendo conexiones entre

ellos. Para fijar ideas, pensemos que queremos analizar la construcción de autopistas

entre diferentes ciudades, que son quiénes toman las decisiones. Y modelaremos una

situación en la que distintos tramos carreteros se van formando a lo largo del tiempo.

Empecemos por la definición de una red.

Jugadores

Sea N = {1, . . . , n} el conjunto finito de jugadores que representa a un conjunto de

entes económicos, que bien pueden ser jugadoress, empresas, páıses o alguna unidad de

interés, en nuestro caso gobiernos.

Redes

Las relaciones que existen entre los jugadores se representan mediante redes, donde

los vértices representan a los jugadores y cada conexión captura la relación existente

entre dos jugadores, digamos si deciden crear un tramo carretero entre sus ciudades

o no. En este trabajo sólo consideramos redes no dirigidas, donde la relación que se

da entre los jugadores fluye en ambos sentidos, es decir, si i está relacionado con j,

entonces j está relacionado con i. Suponemos que el flujo carretero se puede dar en

8



ambas direcciones si se construye la carretera. Definimos la red más grande, gN , como

el conjunto que tiene todas las posibles relaciones entre todos los posibles jugadores,

esta red seŕıa aquella en la que todas la ciudades en nuestro conjunto de interés están

conectadas por una v́ıa de comunicación directamente. Luego, el conjunto de todos los

posibles grafos o redes sobre N es el conjunto G = {g|g ⊂ gN}. Si los jugadores i

y j están relacionados en la red g, esto es, si {i, j} ∈ g escribiremos por simplicidad

ij ∈ g y nos referiremos a este elemento como la conexión ij. Según la notación recién

introducida si ij ∈ g entonces ji ∈ g y denotaremos a esa relación indistintamente de

cualquiera de las dos formas.

De forma muy parecida, si a un grafo g que no contiene la relación entre i y j se

le añade este lazo ij, entonces denotaremos a esta nueva red como g + ij, con lo que

queremos decir que g+ ij = g ∪ {i, j} y de forma análoga se define g′− ij. Por último,

decimos que si g′ = g + ij o g′ = g − ij, entonces decimos que g y g′ son adyacentes.

Funciones de utilidad

Los jugadores reciben utilidad directamente de la estructura de la red, con lo que

nos referimos a que es la composición de la misma red la que le brinda utilidad a

los jugadores y las posibles interacciones que se pudieran llevar a cabo después de

establecida la red. La utilidad de una red para un jugador i está dada por la función

de utilidad ui : G→ R+.

Uno de los primeros conceptos que queremos tener en mente es el de una red estable.
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Lo que entenderemos con el concepto de estabilidad ésta es una red en la que una vez

que estemos ah́ı, nadie tendrá incentivos de romper alguna relación unilateralmente

ni ningún par de jugadores querrán forman una nueva conexión. En términos viales,

un punto en el que la configuración carretera es tal que todos están conformes con las

carreteras que tienen; no quieren crear una nueva carretera y no tienen interés en dejar

de dar mantenimiento a las carreteras ya existentes. Se dice que una red es estable a

pares si

(i) para todo ij ∈ g, ui(g) ≥ ui(g − ij) y uj(g) ≥ uj(g − ij) y,

(ii) para todo ij /∈ g si ui(g) < ui(g + ij) entonces uj(g) > uj(g + ij).

La noción de estabilidad a pares no es dependiente de ningún proceso de formación

en particular. Es decir, no se modela expĺıcitamente el proceso mediante el cual se

llega a una red con estas caracteŕısticas. Por supuesto hay posibilidades para variar la

definición anterior, por ejemplo se podŕıa considerar alguna situación en la que más de

dos jugadores quisieran cambiar de la configuración actual de la red a otra configura-

ción distinta. Otra posibilidad es que los jugadores pensaran a futuro y analizaran las

consecuencias que tendŕıa su actual decisión.

Sin embargo, la definición anterior nos parece atractiva por las siguientes razones.

En primer lugar, en el proceso de formación que tenemos en mente puede ser más que

viable el que dos jugadores se puedan comunicar y por ello hacer factible la formación

de una conexión siempre y cuando ellos estén de acuerdo, o dicho de otra manera
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no hay un problema de coordinación entre las partes. En segunda instancia cuando se

analiza una red de tamaño considerable puede no ser sencilla la coordinación de 10 o 15

agentes para entonces ejercer su voluntad y propiciar un resultado que le sea benéfico

a ese grupo de poder.

Por ahora, empecemos describiendo como una red puede evolucionar en el tiempo

en forma determińıstica. Para esto necesitamos la definición de un camino de mejora.

Un camino de mejora es el concepto que esperamos ver que emerja de una red en forma

natural, esto es, una secuencia de redes adyacentes donde dada cualquier conexión ij

la red adyacente que se observa respecto a la red previa tiene que brindar al menos la

misma utilidad para ambos jugadores y al menos una utilidad mayor para alguno de

ellos.

A continuación trabajaremos con los conceptos que nos permitirán definir la estabi-

lidad de una red. Empezaremos describiendo como es el proceso dinámico de creación

de una red para luego describir como es que este proceso puede estar sujeto a errores

o perturbaciones. Lo anterior nos lleva a analizar el concepto de estabilidad a pares

estocástica. Lo que a continuación se presenta se basa en el modelo propuesto por

Jackson y Watts (2002).
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3. Redes dinámicas

Formalmente, un camino de mejora de una red g a una red g′ es una sucesión finita

de redes adyacentes (g1, g2, . . . , gK) con la primer red igual a g y la última red igual a

g′ y tal que para cualquier k ∈ {1, . . . , K − 1} ocurre una de las siguientes dos cosas:

(i) gk+1 = gk − ij para algún ij tal que ui(gk − ij) > ui(gk) o

(ii) gk+1 = gk + ij para algún ij tal que ui(gk + ij) > ui(gk) y

uj(gk + ij) ≥ uj(gk).

Con la definición anterior podemos entender un camino de mejora como la sucesión

de redes que podŕıamos esperar que sean viables o que fueran surgiendo debido al

interés de los jugadores de ir formando nuevas relaciones o bien destruir algunas otras.

Cabe mencionar que el comportamiento que se observa en los jugadores a la hora de

tomar sus decisiones se dice que es miope, en el sentido que los jugadores pueden

tomar decisiones inmediatas o de corto plazo que les pudieran resultar perjudiciales en

el futuro. Dicho de otra manera, los jugadores toman sus decisiones comparando sus

posibles situaciones inmediatas futuras contra su actual situación y no ven más allá del

futuro inmediato.

Los caminos de mejora son el elemento que nos permite establecer que para cualquier

red, si partimos desde una red las redes que emanan desde esta red nos gúıan ya sea a

una red estable o a un ciclo de redes. Veamos que son los ciclos de redes y clarifiquemos

los conceptos hasta ahora presentados.
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Ciclos

Un conjunto de redes C se dice que forman un ciclo si es que para cualquier par de

redes g, g′ ∈ C existe un camino de mejora que conecta a g con g′. También se dice que

un ciclo C es un ciclo maximal si no es un subconjunto propio de un ciclo. Y un ciclo

C es un ciclo cerrado si ninguna red en C se encuentra en un camino de mejora que

gúıe a una red que no esté en C. Por definición un ciclo cerrado es necesariamente un

ciclo maximal. Con la definición anterior de un ciclo de redes y la de camino de mejora

se puede demostrar que siempre existe una red estable a pares o un ciclo cerrado de

redes.

Para entender un poco mejor los conceptos hasta ahora presentados brindaremos

un par de ejemplos.

Ejemplo 1. Supongamos por el momento que tenemos un conjunto de 3 nodos, N =

{1, 2, 3}. Dado este conjunto de nodos tenemos el conjunto de todas las posibles redes,

a saber, G = {g1, g2, . . . , g8} donde cada red está definida a continuación:

g1 = ∅, g5 = {12, 13}

g2 = {12}, g6 = {12, 23}

g3 = {13}, g7 = {13, 23}

g4 = {23}, g8 = {12, 13, 23}.
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Si además suponemos que cada jugador en esta red tiene una función de utilidad

ui(g) =
∑

j 6=i δ
t(ij) −

∑
j:ij∈g c, donde δ es un número tal que 0 < δ < 1 y la función

t(ij) está definida como la longitud del camino más corto entre i y j, o bien δt(ij) = 0

si i y j no están relacionados en la red g. También vamos a asumir que las constantes

c y δ cumplen con la siguiente relación: c < δ, δ − c ≤ δ2. Con la función de utilidad

anterior podemos garantizar que sin importar cuál es el tamaño de N , una red con la

forma de una estrella donde un jugador central está conectado con todos los jugadores

y todos los demás jugadores sólo están conectados con este jugador central es una red

estable a pares. En el caso de N = 3 las redes g5, g6 y g7 seŕıan las redes estables a

pares.

Para continuar necesitamos un par de definiciones más. Dada cualquier red inicial

podemos definir el conjunto de redes que están en un camino de mejora que nos lleva

hasta esta red inicial, es decir, denotamos im(g) = {g′| existe un camino de mejora de

g′ a g}. Dada la definición anterior, no es dif́ıcil ver que:

im(g1) = ∅, im(g5) = {g1, g2, g3, g8}

im(g2) = {g1}, im(g6) = {g1, g4, g3, g8}

im(g3) = {g1}, im(g7) = {g1, g3, g4, g8}

im(g4) = {g1}, im(g8) = ∅.
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En términos gráficos, la Figura 1 muestra las 8 redes del Ejemplo 1 y las flechas indican

las posibles redes adyacentes de mejora para cada red.

Figura 1: Caminos de mejora

En la figura previa las redes g5, g6 y g7 son redes estables a pares porque no hay forma

de mejorar la utilidad que les dan estas configuraciones a ninguno de los tres jugadores

formando la conexión que les hace falta, en su lugar están contentos estando conectados

indirectamente algunos de ellos, ni tampoco tienen interés en destruir ningúna conexión

porque eso empeoraŕıa la situación para quienes lo hicieran. Pero es importante permitir

la existencia de ciclos, ya que no siempre existen redes estables a pares. Lo que śı es

cierto es que siempre va a existir al menos una red estable o al menos un ciclo cerrado

de redes.

Ejemplo 2. La Figura 2 muestra una situación donde no hay una red estable y se

muestran los ciclos maximal y el ciclo cerrado. Tomemos nuevamente 8 redes pero con

una configuración diferente de caminos de mejora para ilustrar estos conceptos.
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Figura 2: Ciclos cerrados y maximales

En este caso, los conjuntos: C1 = {g2, g5, g6}, C2 = {g3, g4, g7} y C3 = {g1, g3, g4, g7}

son ciclos, pero sólo C1 y C3 son ciclos maximales, mientras que sólo C1 es un ciclo

cerrado. Y en este segundo ejemplo tenemos que:

im(g1) = {g3, g4, g7, }, im(g5) = {g1, g2, g3, g4, g6, g7, g8}

im(g2) = {g1, g3, g4, g5, g6, g7, g8}, im(g6) = {g1, g2, g3, g4, g5, g7, g8}

im(g3) = {g1, g4, g7}, im(g7) = {g1, g3, g4}

im(g4) = {g1, g3, g7}, im(g8) = ∅.

Ahora que sabemos que todas las redes llegan en el tiempo a una red estable a

pares o a un ciclo, nos gustaŕıa poder brindarle algo más al análisis. Como se mos-

trará a continuación puede haber más de una red estable a pares, pero al considerar la

posibilidades de errores como se hace en la teoŕıa de juegos esto nos ayuda a reducir

la cantidad de redes predichas como estables. A continuación analizaremos que sucede
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con el proceso de formación de una red ante la posibilidad de dichos errores.

4. Redes dinámicas estocásticas

Podemos ahora definir como funciona el proceso dinámico y estocástico que estamos

modelando de la formación de una red. Recordemos que queremos entender y poder

hacer algunas predicciones respecto a cuáles son las redes más propensas a surgir e in-

clusive cuáles de estas son más robustas en función de posibles mutaciones. El proceso

de formación o evolución de una red es como sigue: en un conjunto discreto de momen-

tos un par de jugadores ij es aleatoriamente identificado con la misma probabilidad y

entonces se pone a consideración de este par de jugadores si quieren modificar la co-

nexión o si prefieren que se mantenga como está. Después, esta conexión se formará si

es mejor para alguno de ellos y no peor para el otro, o bien, se destruirá la conexión si

es que esto es estrictamente mejor para alguno de los dos jugadores respecto a la red

que cuenta con esta conexión. Ahora bien, después de que la acción es tomada, existe

una pequeña probabilidad ε > 0 de que un error ocurra y la relación se rompa cuando

es que estaba presente o que se cree cuando no estaba presente.

Este término de error o perturbación que puede ocurrir en cada instante se pue-

de deber a errores mismos de los tomadores de decisiones, o bien a alguna situación

que esté fuera del control de los mismos o inclusive se puede considerar que algunos

jugadores no son miopes, lo que resulta en que ciertos nodos no se formen y otros se

17



destruyan aun cuando esto no tendŕıa que ser aśı para jugadores miopes y con per-

fecto control sobre la situación. El proceso descrito en el párrafo anterior define una

cadena de Markov, donde los estados en este caso se refieren a la red que existe en

ese momento. Además esta cadena de Markov es irreducible, lo que quiere decir que

todos los estados se comunican entre śı aunque sea con baja probabilidad y también

es aperiódica dados los errores o mutaciones ya que no se revisitará una misma red en

múltipos de algún número. Lo anterior es conveniente porque nos permite garantizar

la existencia de una distribución estacionaria única.

Una vez que tenemos a la mano la definición de estabilidad a pares, nos gustaŕıa

poder refinar las predicciones que este concepto realiza. Una red que está en el soporte

de la distribución estacionaria ĺımite (cuando ε tiende a cero) del proceso de Markov

descrito arriba es estocásticamente estable. Se definen en seguida algunos conceptos que

nos ayudan al cálculo de las redes estables estocásticamente.

Resistencia de un camino

Ahora podemos establecer un resultado que nos será de gran utilidad. Definimos un

camino p = {g1, . . . , gK} como una sucesión de redes adyacentes. La resistencia de

un camino p de g′ a g, denotado por r(p) es calculada como r(p) =
∑K−1

1 I(gi, gi+1),

donde I(gi, gi+1) = 0 si gi ∈ im(gi+1) y I(gi, gi+1) = 1 en caso contrario. El concepto

de resistencia rastrea cuantas mutaciones deben de ocurrir a lo largo de un camino

espećıfico para seguir ese orden de redes espećıfico. La noción de resistencia se presta
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en śı misma para definir la resistencia de una red a otra como el valor del camino con

la menor resistencia. Definimos entonces,

r(g, g′) = mı́n{r(p)|p es un camino de mejora de g′ a g}.

Por último, dado una red g, un árbol-g es un grafo dirigido que tiene como vértices

todas las redes y tiene un único camino dirigido de cada g′ a g. Si definimos T (g) como

el conjunto de todos los árboles-g y un elemento caracteŕıstico de T (g) lo denotamos

como t tal que g′g′′ ∈ t si y sólo si hay una conexión directa que conecta a g′ con g′′ en

el árbol-g t. Definimos la resistencia de una red g como

r(g) = mı́n
t∈T (g)

∑
g′g′′∈t

r(g′, g′′).

Jackson y Watts (2002) obtienen el siguiente resultado.

Teorema 1. El conjunto de redes estables estocásticamente es el conjunto {g|r(g) ≤

r(g′) para toda g′}.

Jackson y Watts (2002) también presentan otro resultado que nos será útil, ya

que simplifica los argumentos que necesitamos usar. Bajo este resultado se pueden

calcular las redes estocásticamente estables limitando nuestra atención a un conjunto

más pequeño. Sólo necesitamos un concepto previo.

Dada una red g, un árbol-g restringido es un grafo dirigido que tiene como ráız a

g y como otros vértices las redes estables a pares y ciclos cerrados y además tiene un

único camino dirigido que va desde cada vértice hacia g. Si denotamos el conjunto de
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árboles restringidos como RT (g), entonces r(g) = mı́nτ∈RT (g)
∑

x′x′′∈τ r(x
′, x′′). Donde

en la expresión anterior x denota un vértice genérico que puede ser una red g o un

ciclo C. La bondad del resultado anterior es que la resistencia de una red puede ser

calculada restringiendo nuestra atención a la resistencia que hay entre redes estables

a pares y ciclos cerrados. Lo anterior se debe a que cualquier red que no sea estable

a pares o en un ciclo cerrado se encuentra en un camino de mejora a una red estable

a pares o un ciclo cerrado, aśı que considerar estas otras redes no le añade nada a la

resistencia.

Ejemplo 1 (cont.). Siguiendo con la idea en la que tenemos tres ciudades que pueden

estar interesadas en formar carreteras y con la función de utilidad dada previamente

el proceso de formación de la red es como sigue: se elige una de las tres conexiones

con igual probabilidad, si la conexión no existe se analiza si es que se quiere crear por

las partes, si esta conexión ya existe cada uno de los jugadores analizan si es que le

convendŕıa cesar esta conexión porque aśı le conviene. Después de tomada la decisión,

existe una pequeña probabilidad ε > 0 de que se destruya una conexión si exist́ıa o se

cree si es que no estaba presente. El proceso anterior se puede representar mediante

una matriz que nos da la probabilidad de pasar de una red a otra.
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g1 g2 g3 g4 g5 g6 g7 g8

g1 ε 1−ε
3

1−ε
3

1−ε
3

0 0 0 0

g2
ε
3

1+ε
3

0 0 1−ε
3

1−ε
3

0 0

g3
ε
3

0 1+ε
3

0 1−ε
3

0 1−ε
3

0

g4
ε
3

0 0 1+ε
3

0 1−ε
3

1−ε
3

0

g5 0 ε
3

ε
3

0 1− ε 0 0 ε
3

g6 0 ε
3

0 ε
3

0 1− ε 0 ε
3

g7 0 0 ε
3

ε
3

0 0 1− ε ε
3

g8 0 0 0 0 1−ε
3

1−ε
3

1−ε
3

ε


En la matriz anterior se tiene capturada la información de cuáles son los caminos de

mejora, aśı como la posibilidad de que haya algunas perturbaciones. Si a este ejemplo

le aplicamos el Teorema 1 desafortunadamente no podemos refinar la predicción de

redes estables, es decir, cada una de las redes g5, g6, g7 son estables a pares y también

estocásticamente estables a pares. Esto no siempre será el caso. En la siguiente sección

trabajaremos con la misma función de utilidad, pero añadiremos el hecho de que los

jugadores puedan estar rentringidos en su capacidad para realizar conexiones, digamos

tal vez porque tienen alguna dotación que les impide tener tantas conexiones como

ellos quisieran.

Veamos ahora un ejemplo en el que el concepto de estabilidad a pares estocástica

no puede refinar las predicciones en el modelo porque estamos dándoles demasiadas
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libertades para formar conexiones a los jugadores.

Ejemplo 3. Para mostrar una situación en la que el concepto de estabilidad estocásti-

ca a pares no refina el conjunto de predicciones porque tienen demasiada libertad para

formar sus conexiones supongamos que tenemos N = 4 jugadores. Ahora introducire-

mos la idea que cada jugador tiene una dotación homogénea con la cual puede formar

las conexiones. Asumiremos que cada uno tiene 3c de forma tal que en teoŕıa se podŕıa

formar la red completa o lo que es lo mismo K = 3. Con la función de utilidad del

Ejemplo 1 y el supuesto adicional δ3 > δ − c se puede ver que las redes en la Figura

3 son ambas estables a pares e inclusive ambas son estocásticamente estables. En este

sencillo ejemplo no es dif́ıcil ver que si se destruye la conexión entre los jugadores 3

y 4 entonces estamos en un camino de mejora para la segunda red. Y por el otro lado

si de la segunda red se deshace la relación entre 2 y 4 entonces al igual que antes nos

encontramos en un camino de mejora hacia la primer red.

Figura 3: Dos redes estables a pares y estocásticamente estables

Y de acuerdo con la definición de resistencia se tiene que ambas redes estables tienen

una resistencia de uno, la mı́nima posible, por lo que ambas son redes estocásticamente
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estables a pares.

Pero esto no siempre es el caso, veamos un ejemplo donde no ocurre esto.

Ejemplo 4. Supongamos que tenemos cuatro agentes económicos con la misma función

de utilidad que en el Ejemplo 1, pero en esta ocasión los agentes están restringidos de

la siguiente manera: la creación de un lazo tiene un costo de 2c como antes y el costo es

absorbido en partes iguales por ambos jugadores, es decir cada uno paga c, sin embargo

ahora dos jugadores constan con una dotación de c y los otros dos jugadores tienen una

dotación de 2c. Digamos espećıficamente que los jugadores 1 y 2 cuentan con c y los

jugadores 3 y 4 cuantan con 2c. En la Figura 4 se muestran dos redes que son estables

a pares, pero sólo la red que cuenta con un solo componente es estocásticamnete estable

a pares.

Figura 4: Redes estables a pares. Sólo la red de la derecha es estocásticamente estable

Veamos que para poder pasar de la red de dos componentes a la otra red sólo necesi-

tamos romper el lazo entre 1 y 2, mientras que para pasar de la red con una componente

a la red con dos componentes tendŕıamos que deshacerse la relación entre 1 y 3 y tam-
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bién la relación entre 2 y 4 para estar en un camino de mejora que nos lleve a la red

con dos componentes.

Ahora queremos considerar situaciones en las que por limitaciones de recursos fi-

nancieros no se puedan formar tantas carreteras como en un inicio se hubiera deseado o

tal vez no se cultiven tantas relaciones de amistad porque el tiempo no lo permite. En

cualquiera de las dos situaciones anteriores lo que tenemos presente es una restricción a

la cantidad de conexiones que se pueden formar, esto es lo que consideramos en nuestro

modelo.

5. Modelo con restricciones a la formación de co-

nexiones

En esta sección proponemos una variante al modelo de conexiones sin pagos laterales

presentado en Jackson y Wolinsky (1996) en el cual usamos los conceptos y resultados

de Jackson y Watts (2002). En el modelo que proponemos asumimos que los jugadores

tiene una restricción de conectividad, de tal forma que aunque tal vez ellos quieran

formar todas las conexiones posibles porque aśı les convenga no sean capaz de hacerlo.

En espećıfico, suponemos que hay N jugadores y cada uno de ellos tiene la posibilidad

de formar hasta K conexiones, con 1 ≤ K ≤ N − 1. Además vamos a suponer que

se tiene la misma función de utilidad que en los ejemplos pasados, es decir, ui(g) =
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∑
j 6=i δ

t(ij) −
∑

j:ij∈g c, donde δ es un número tal que 0 < δ < 1 y cada jugador tiene

una dotación para formar conexiones de cK.

Tomando como supuesto que δ − c > δ2, es decir, suponemos que una conexión

directa es más benéfica que cualquier conexión indirecta y según la Proposición 2 de

Jackson y Wolinsky (1996) la única red estable a pares es la red completa gN . Pero en

su art́ıculo, ellos no contemplan una restricción a las conexiones entre jugadores como

śı se hace aqúı.

Ejemplo 5. Supongamos que tenemos N = 6. Dada la función de utilidad y los su-

puestos hechos tenemos cuatro redes que son estables a pares, las cuales se muestran a

continuación:
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Es decir, en este caso aunque tenemos cuatro redes diferentes que son estables a

pares, podemos obtener una única red como predicción utilizando el concepto de esta-

bilidad estocástica a pares. Esto se puede entender como una prueba de robustez, es

decir, aun cuando las cuatro redes son estables a pares por definición, sólo la red en

forma de ćırculo es la que es más resistente a perturbaciones, lo que la hace en algún

sentido una mejor candidata a ser predicha.

Lo anterior no es casualidad, podemos establecer la siguiente proposición.

Proposición 1. Dados N jugadores con K = 2 número de conexiones que pueden

formar. Con la función de utilidad ui(g) =
∑

j 6=i δ
t(ij)−

∑
j:ij∈g c y el supuesto adicional

δ − c > δ2 se cumple que la única red estocásticamente estable es la red en forma de

ćırculo.

Demostración. Para probar este resultado basta darse cuenta que la resistencia que

le brinda cada red estable a pares a la red en forma de ćırculo es la menor posible.

De tal forma que de acuerdo al Teorema 1 es la de menor resistencia y por lo tanto es

estocásticamente estable. Además recibe la menor resistencia posible, lo que la convierte

en la única red estocásticamente estable. Notemos que sólo hay tres tipos de redes

estable a pares en estas circunstancias. La red con un nodo no conectado que al romper

una conexión está en un camino de mejora hacia el ćırculo. Como segunda opción está la

red con un par de jugadores conectados y aislados, esta red también está a una conexión

de distancia de un camino de mejora de la red en forma de ćırculo. Por último la red
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que tiene m ćırculos requiere m errores para estar en un camino de mejora hacia la

red en forma de ćırculo. Sólo hace falta notar que aunque la red en forma de ćırculo

también requiere de m errores para llegar a la red con m ćırculos. La red en forma

de ćırculo requiere de dos errores para ir a cualquiera de los otros dos tipos de redes

estables a pares. Lo que convierte a la red en forma de ćırculo, gracias al Teorema 1,

en la única red estocásticamente estable por tener estrictamente menor resistencia. �

Para finalizar, brindamos una afirmación para el caso general en el que que 2 ≤

K ≤ N − 1 con la misma función de utilidad y condiciones. Junto con la afirmación

damos también las ideas fundamentales por las que creemos que la proposición tiene

sentido.

Conjetura 1. Dada una red con N jugadores con la función de utilidad ui(g) =∑
j 6=i δ

t(ij) −
∑

j:ij∈g c y dotación de cK para cada jugador. Donde el costo de for-

mación de una conexión es de c, se cumple que existe una única red estocásticamente

estable si como es natural c > 0 y además δ − c > δ2. Más aun, esta única red es

aquella de una sola componente y con la máxima cantidad de conexiones posibles, es

decir tiene NK/2 conexiones si N o K es par y (NK − 1)/2 si N y K son ambos

impares.

Hay cuatro ideas que nos hacen suponer la veracidad de la conjetura anterior. (1)

Notemos que toda red estable tienen N o N − 1 nodos conectados. Esto es claro, ya

que si hubiera N − 2 nodos o más sin conectar, habŕıa al menos dos o más jugadores
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que estaŕıan dispuestos a formar una conexión.

(2) Una red estable con m componentes requiere de a lo más m errores para estar

en un camino de mejora hacia una red con una sola componente. Esto tampoco es muy

dif́ıcil de ver debido a que si se destruye una conexión de cada componente entonces

cada componente se puede unir con la siguiente en orden, una tras otra tal que todas

las componentes se unen una sola.

(3) Un argumento que ya no es tan claro es aquel de que una red estable con una

componente requiere de al menos m − 1 errores para estar en un camino de mejora

para llegar a una red con m componentes. Esto se observa al analizar el mejor de

los casos para llegar a esta situación, en este caso la red con una sola componente

tiene m conjuntos de nodos, uno por cada componente que terminará ocurriendo salvo

por dos elementos en cada conjunto, uno para unirse con un conjunto y el otro para

unirse a un conjunto diferente tal que se tiene una red con una sola componente. Al

romper estas dos conexiones en cada conjunto y unirse estos dos jugadores obtenemos

m componentes.

(4) El caso más complicado seŕıa aquel en el que para ir de una red con m2 > m1

componentes se requiere de al menos 2(m2 −m1)− 1 errores para estar en un camino

de mejora hacia una configuración con m1 componentes. En este caso hay que notar

que para todas las componentes que sobran respecto a m1 se requieren romper una

conexión en cada componente sobrante y otra conexión en alguna otra componente

para que estas dos componentes se unan y formen solo una. Y si hab́ıa un nodo que
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le faltara una conexión, que bien es posible, según el primer argumento, entonces se

requeriŕıa destruir una conexión menos, por eso el −1 en la expresión brindada.

Con los argumentos anteriores en mano, tenemos una cota superior para la resis-

tencia para la red con una componente y una cota inferior para las redes con dos o

más componentes, por desgracia la cota superior no es menor que la cota inferior de

las otras redes, tal que pudiéramos aplicar el Teorema 1 brindado. Pero los argumentos

están cerca de concluir la afirmación ya que las configuraciones en cada caso no son

compatibles, lo que nos permitiŕıa tener una contradicción y poder entonces concluir

con el Teorema 1 que la red con una componente es la única estocásticamente estable.
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6. Discusión final

En este trabajo empleamos el concepto de estabilidad a pares, el cual es un concepto

no muy restrictivo o que exige poco. Además este mismo concepto toma en cuenta la

formación y ruptura de lazos, lo cual permite añadir en forma natural la posibilidad de

errores, es decir, podemos trabajar con el concepto de estabilidad a pares estocástica.

El planteamiento que se llevó a cabo aqúı puede entenderse por ejemplo en una

situación en la que todos los jugadores en una sociedad de entrada estaŕıan interesa-

dos en estar conectados con todas las demás personas en la sociedad. Esto se podŕıa

entender pensando que a cualquiera de nosotros nos gustaŕıa conocer todas las ofertas

laborales aun cuando no todas las opciones sean para nosotros, ni nosotros tengamos

la posibilidad de tomar cualquiera de las ofertas existentes.

En el modelo que presentamos al tomar el supuesto δ − c > δ2 estamos asumiendo

que es mejor tener una relación directa con cada jugador, quién entonces seŕıa más

probable que nos pudiera brindar la información pertinente sobre un trabajo tomando

en cuenta inclusive el costo de mantener esta relación, que si pudieramos eventualmente

obtener esta misma información al recibirla del amigo de un amigo (δ2 > δ − c).

A este respecto podemos decir que si se tiene sólo la opción de formar una relación

entonces esta se llevara a cabo y si por otra parte se tiene la opción de concretar todas

las relaciones estas también se llevarán a cabo. Es decir, cuando en nuestro problema de

interés o acorde a nuestro modelo se es tan limitado como para que sólo se establezcan
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relaciones bilaterales (k = 1) en el intercambio de información esto provoca una red

fragmentada o con la formación de tantas parejas como sean posibles.

En el caso extremo opuesto al anterior, donde todos los jugadores tienen la posi-

bilidad de conectarse con todos, entonces la red completa se formará. Por supuesto,

el caso de mayor interés es aquel en el que los jugadores en una red de interés tienen

ciertas restricciones (K < N−1), pero no tantas restricciones (K = 1), como para sólo

tener un contacto que nos pudiera brindar información respecto a posibles vacantes.

Uno de los resultados más importantes a los que llegamos es para el caso particular

en el que K = 2. En esta situación, la red conocida como ćırculo es estable a pares

y aunque conforme N crece el conjunto de redes estables a pares crece también, se

tiene que la red con configuración de ćırculo es la única red estocásticamente estable a

pares. La interpretación que podemos hacer de esto es que si un conjunto de jugadores

tiene la restricción de sólo poder proporcionar y recibir información de dos jugadores

entonces empezará a formar lazos conforme se les vayan presentando las oportunidades,

pero si algunas decisiones se llegan a deshacer o bien está el factor estocástico presente

entonces con el paso del tiempo la red que es más fácil alcanzar y dif́ıcil de salir es

aquella con forma de ćırculo aun cuando hay más redes estables a pares.

Por otra parte, queda la puerta abierta para analizar que pasa en el caso general

en el que 3 ≤ K ≤ N − 2. Tentativamente, en esta situación una red estable a pares

en la que sólo haya una componente es bastante viable, pero podŕıa ser que existiera

más de una red estocásticamente estable y sobre que formas podŕıan tomar estas redes
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estables tampoco tenemos mucha certeza.

Como últimos comentarios, cabe destacar que trabajamos con una función de uti-

lidad muy espećıfica, además de manejar una homogeneidad en la restricción de los

jugadores en términos de cuántos lazos pueden formar. Otro supuesto fundamental

aqúı fue el tratar a los jugadores como miopes, en el entendido de que cada jugador

toma sus decisiones con un análisis inmediato, el trabajar en este mismo modelo pero

con jugadores no miopes, pero tampoco con un poder de análisis o previsión ilimitado

como los agentes racionales también seŕıa otro posible estudio de interés.
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