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1. Introduccidon

Las redes sociales son un fenémeno muy importante en la vida y con mayor razon
hoy en dia en un mundo tan globalizado. La forma en la que se distribuye el gas,
las conexiones que hay entre las diferentes aerolineas, el conjunto de personas que le
pueden brindar a uno informacién sobre una vacante de empleo, por quién votamos,
la construccién de vias de comunicacion, los idiomas que hablamos, los productos que
compramos, entre otros, son solo parte de los muchos ejemplos donde las redes de
comunicacion, de transmision, de contactos, entre otras, son trascendentes.

El objetivo de este trabajo es estudiar un modelo de formacién dinamica de redes.
Tomaremos como base el modelo propuesto por Jackson y Watts (2002), al cual le
anadiremos mas estructura, en términos de limitar la capacidad que cada jugador tiene
para conectarse con el resto de jugadores. Podriamos pensar en una situacién en la
que un gobierno quiere construir tramos carreteros entre sus diferentes ciudades en
las que cada tramo tiene el mismo costo. Con el objetivo de modelar las restricciones
innatas que podrian tener los jugadores en su capacidad de formacion de conexiones,
supondremos que todos los jugadores son ex-ante idénticos respecto de su capacidad de
formacién de conexiones, pero no son capaces de formar todas las conexiones con todos
los demas jugadores aun cuando asi lo quisieran. El supuesto anterior parece razonable
puesto que en la realidad los jugadores sufren de limitantes econdmicas, limitaciones

de tiempo o bien de alguna otra indole que pudiera no permitir a los jugadores tener



tantas conexiones como desean. En el modelo de Jackson y Watts (2002) se usa una
definicion de una red estable a pares que se propone por primera vez en Jackson y
Wolinsky (1996) y después se explica como se puede modelar el proceso de formacién
de una red con el paso del tiempo. Lo anterior permite hablar de aquellas redes que
son estables a pares y que tienen la propiedad de ser redes a las cuales es facil de llegar
con el paso del tiempo y dificil de salir aun cuando se permita la posibilidad de que
existan errores en el proceso de formaciéon de una red. Lo anterior permite modelar
la evolucién de las redes de un tiempo a otro como una cadena de Markov, donde
cada tiempo estd asociado con una nueva red con la condicién de que la nueva red sea
mejor que la anterior para uno o dos jugadores. A este proceso de formacién de redes
lo estudiamos desde una optica de los jugadores que estan interesados en conectarse
y cuya utilidad estd dada en términos de la minima distancia que se tiene respecto a
cada uno de los jugadores con los que se conecta.

Aqui estamos interesados en una clase particular de redes, aquellas que se modelan
mediante grafos no dirigidos. Es decir, nuestro interés se centra en analizar la relacién
entre un conjunto de jugadores donde se pueda presentar una interacciéon de ida y vuel-
ta, donde la conexiéon fluye en ambos sentidos. Esto contrasta con los grafos dirigidos,
que permiten a un jugador relacionarse con otros de un modo tal que la relacién no
necesariamente sea reciproca. Ejemplos de estas situaciones, donde puede haber una
conexion sin consentimiento de ambas partes, son: la publicidad, el envio de un correo,

las referencias a articulos académicos. Por su parte, el tipo de redes en el que estamos



interesados es en aquellas en las cuales para poder prescindir de una relacion se puede
hacer unilateralmente, pero para formar una nueva conexion se requiere de la apro-
baciéon de ambas partes, esto es lo que se entiende por una red estable a pares. Estos
dos diferentes modos de modelar una red pueden arrojar diferentes resultados en los
modelos porque los incentivos en cada caso son bastante diferentes. Ademas, el interés
de este trabajo se sitia sobretodo en el refinamiento de las redes estables predichas
como resultados de una dindmica de formacion, en la que se incorporan perturbaciones
estocésticas o errores probabilisticos. La observacion mas notable en este trabajo es
que hay una unica red estable estocasticamente bajo las condiciones antes menciona-
das aun cuando se tienen muchas redes estables a pares. Esto se puede entender como
un proceso en el que los jugadores si llegan a tomar decisiones apresuradas y no hay
una miopia total, siempre se acabara llegando a la red con una componente y lo mas

conectada posible.

Literatura Relacionada

El estudio de redes econdmicas ha tomado creciente interés en los ultimos 25 o
30 anos. Un trabajo ampliamente citado en la teoria de redes sociales es Jackson y
Wolinsky (1996) en el que se establece por primera vez la nocién de estabilidad a
pares, un concepto de estabilidad estatico. Sin embargo también estamos interesados
en el proceso dinamico de formaciéon de redes. Con el proceso dinamico queremos refinar

las redes estables que podemos predecir como equilibrio. El concepto de estabilidad a



pares, que es el que se usa en este trabajo, sugiere que para que una red sea estable
se requiere que nadie quiera deshacer una relacién existente unilaterlamente y que no
falte una conexion entre dos jugadores en la que ambos estén interesados en la red.
Ademas cabe senalar que la nocién de estabilidad a pares para una red es diferente de
la definicion de estabilidad de un equilibrio de Nash, el cual requiere que ningin agente
quiera desviarse. En el concepto de estabilidad a pares una posible desviacién podria
requerir del consentimiento de otro jugador, por lo que los conceptos son diferentes.

Para entender un poco mas lo que se ha hecho en los ultimos anos en este tema se
mencionan algunos articulos relacionados con este trabajo. Los articulos mas relacio-
nados con este son por supuesto Jackson y Watts (2002), Jackson y Wolinsky (1996) y
Watts (2001). Esto se debe a que por su puesto, las partes medulares de este trabajo
se basan en ideas cruciales de los articulos antes mencionados. Del primero de ellos,
tomamos el concepto de redes estocasticamente estables y los resultados que ahi se
presentan para llegar a nuestras propias observaciones. Del segundo de ellos proviene
la base sobre la que se trabaja, la del concepto de estabilidad a pares. Por su parte, en
el ultimo articulo mencionado se obtienen intuiciones de la funcién de utilidad con la
que aqui se trabaja.

Watts (2001) estudia un modelo dindmico de formacién de redes concreto, su caso
de estudio es el de un modelo de conexiones en el que muestra como el proceso de
formacion de una red repercute en la posible formaciéon de una red eficiente. En su

trabajo, Watts, al igual que aqui usa el concepto de estabilidad a pares inicialmente



propuesto por Jackson y Wolinsky (1996). Ademads para este modelo particular muestra
que siempre existe tanto una red estable como una red eficiente y termina acertando
que dificilmente se converge a una red eficiente. Asi que una aportacion importante por
parte de la autora es la modelacién de como surge una determinada red en el tiempo y
por definicién termina en una red estable en el tiempo, aunque se hace para un modelo
muy particular y sin considerar la robustez de las redes predichas.

Otro articulo relacionado también con este aunque no tan directamente como los
tres primeros articulos mencionados es Bala y Goyal (2000), articulo en el que aunque
bastante parecido en motivacion a este difiere significativamente en el hecho de que
considera redes dirigidas a diferencia de aqui que no se hace.

En un trabajo reciente, Bloch y Jackson (2005) se interesan en los posibles resul-
tados que se pueden obtener cuando el proceso de formacién de una red se permitem
transferencias entre los jugadores. Analizan diversas situaciones en las que hay transfe-
rencias, como bien pueden ser transferencias directas o indirectas, ya sea para prevenir
o incentivar la formacién de ciertas conexiones y en ese mismo trabajo inclusive mencio-
nan la posibilidad de contemplar pagos contingentes, donde los pagos a cualquier otro
jugador estén condicionados a la red que resulte en tltima instancia. En este trabajo
analizaremos que clase de redes podriamos esperar ver cuando existe una restriccién
en la cantidad de conexiones que cada jugador puede formar.

Por tltimo, Bloch y Jackson (2006) trabajan en clarificar las relaciones existentes

entre las distintas definiciones de equilibrio que mas se usan en la literatura de redes. En



particular, se enfocan en tres conceptos diferentes de equilibrio para una red: estabilidad
a pares, equilibrio de Nash a pares y equilibrio de Nash a pares con transferencias.

El resto de este trabajo esta organizado como sigue. En la Seccién 2 se presentan las
definiciones y los conceptos basicos. En la Seccion 3 se presenta el tratamiento de redes
dindmicas. En la Seccién 4 se anade el factor estocastico a las redes. Finalmente, en la
Seccion 5 se presenta una restriccién a las conexiones. La Seccién 6 presenta algunas

observaciones finales.



2. Modelo

En esta seccion presentaremos los elementos necesarios para describir el modelo
que se plantea. Queremos modelar un conjunto de entes econdmicos entre los cuales
hay interdependencia y la posibilidad de ir creando o destruyendo conexiones entre
ellos. Para fijar ideas, pensemos que queremos analizar la construccién de autopistas
entre diferentes ciudades, que son quiénes toman las decisiones. Y modelaremos una
situacion en la que distintos tramos carreteros se van formando a lo largo del tiempo.

Empecemos por la definicién de una red.

Jugadores

Sea N = {1,...,n} el conjunto finito de jugadores que representa a un conjunto de
entes econémicos, que bien pueden ser jugadoress, empresas, paises o alguna unidad de

interés, en nuestro caso gobiernos.

Redes

Las relaciones que existen entre los jugadores se representan mediante redes, donde
los vértices representan a los jugadores y cada conexion captura la relacion existente
entre dos jugadores, digamos si deciden crear un tramo carretero entre sus ciudades
o no. En este trabajo sélo consideramos redes no dirigidas, donde la relacién que se
da entre los jugadores fluye en ambos sentidos, es decir, si ¢ esta relacionado con j,

entonces j estd relacionado con ¢. Suponemos que el flujo carretero se puede dar en



ambas direcciones si se construye la carretera. Definimos la red més grande, ¢", como
el conjunto que tiene todas las posibles relaciones entre todos los posibles jugadores,
esta red seria aquella en la que todas la ciudades en nuestro conjunto de interés estan
conectadas por una via de comunicacién directamente. Luego, el conjunto de todos los
posibles grafos o redes sobre N es el conjunto G = {glg C ¢"}. Si los jugadores i
y Jj estén relacionados en la red g, esto es, si {i,j} € g escribiremos por simplicidad
1) € g y nos referiremos a este elemento como la conexion 5. Segun la notacién recién
introducida si ij € g entonces ji € g y denotaremos a esa relacion indistintamente de
cualquiera de las dos formas.

De forma muy parecida, si a un grafo g que no contiene la relacion entre i y j se
le anade este lazo 77, entonces denotaremos a esta nueva red como g + ij, con lo que
queremos decir que g +1ij = gU{i, j} v de forma andloga se define ¢’ — ij. Por 1ltimo,

decimos que si ¢ = g +1ij o ¢ = g — 17, entonces decimos que g y ¢’ son adyacentes.

Funciones de utilidad

Los jugadores reciben utilidad directamente de la estructura de la red, con lo que
nos referimos a que es la composiciéon de la misma red la que le brinda utilidad a
los jugadores y las posibles interacciones que se pudieran llevar a cabo después de
establecida la red. La utilidad de una red para un jugador ¢ estd dada por la funcién
de utilidad u; : G — R..

Uno de los primeros conceptos que queremos tener en mente es el de una red estable.



Lo que entenderemos con el concepto de estabilidad ésta es una red en la que una vez
que estemos ahi, nadie tendra incentivos de romper alguna relaciéon unilateralmente
ni ningin par de jugadores querran forman una nueva conexion. En términos viales,
un punto en el que la configuracién carretera es tal que todos estan conformes con las
carreteras que tienen; no quieren crear una nueva carretera y no tienen interés en dejar
de dar mantenimiento a las carreteras ya existentes. Se dice que una red es estable a

pares si

(i) para todo ij € g, ui(g) > ui(g —ij) y u;(g) > u;(g —1ij) v,

(ii) para todo ij ¢ g si w;(g) < w;(g+ 1j) entonces u;(g) > u;(g +ij).

La nocién de estabilidad a pares no es dependiente de ningin proceso de formacién
en particular. Es decir, no se modela explicitamente el proceso mediante el cual se
llega a una red con estas caracteristicas. Por supuesto hay posibilidades para variar la
definicion anterior, por ejemplo se podria considerar alguna situacién en la que més de
dos jugadores quisieran cambiar de la configuracion actual de la red a otra configura-
cién distinta. Otra posibilidad es que los jugadores pensaran a futuro y analizaran las
consecuencias que tendria su actual decision.

Sin embargo, la definicién anterior nos parece atractiva por las siguientes razones.
En primer lugar, en el proceso de formacion que tenemos en mente puede ser més que
viable el que dos jugadores se puedan comunicar y por ello hacer factible la formacién
de una conexién siempre y cuando ellos estén de acuerdo, o dicho de otra manera
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no hay un problema de coordinacién entre las partes. En segunda instancia cuando se
analiza una red de tamano considerable puede no ser sencilla la coordinacion de 10 o 15
agentes para entonces ejercer su voluntad y propiciar un resultado que le sea benéfico
a ese grupo de poder.

Por ahora, empecemos describiendo como una red puede evolucionar en el tiempo
en forma deterministica. Para esto necesitamos la definicién de un camino de mejora.
Un camino de mejora es el concepto que esperamos ver que emerja de una red en forma
natural, esto es, una secuencia de redes adyacentes donde dada cualquier conexion ij
la red adyacente que se observa respecto a la red previa tiene que brindar al menos la
misma utilidad para ambos jugadores y al menos una utilidad mayor para alguno de
ellos.

A continuacion trabajaremos con los conceptos que nos permitiran definir la estabi-
lidad de una red. Empezaremos describiendo como es el proceso dinamico de creacién
de una red para luego describir como es que este proceso puede estar sujeto a errores
o perturbaciones. Lo anterior nos lleva a analizar el concepto de estabilidad a pares
estocéastica. Lo que a continuacion se presenta se basa en el modelo propuesto por

Jackson y Watts (2002).

11



3. Redes dinamicas

Formalmente, un camino de mejora de una red g a una red ¢’ es una sucesién finita
de redes adyacentes (g1, 92, - .,gx) con la primer red igual a g y la ultima red igual a

g'y tal que para cualquier k € {1,..., K — 1} ocurre una de las siguientes dos cosas:
(i) grs1 = gr — 1j para algtn ij tal que u;(gr — i7) > w;(gr) 0

(ii) gk+1 = gr +ij para algin ij tal que w;(gr + ij) > wi(gx) ¥
u;(gr +ij) > u;(gr)-

Con la definicién anterior podemos entender un camino de mejora como la sucesion
de redes que podriamos esperar que sean viables o que fueran surgiendo debido al
interés de los jugadores de ir formando nuevas relaciones o bien destruir algunas otras.
Cabe mencionar que el comportamiento que se observa en los jugadores a la hora de
tomar sus decisiones se dice que es miope, en el sentido que los jugadores pueden
tomar decisiones inmediatas o de corto plazo que les pudieran resultar perjudiciales en
el futuro. Dicho de otra manera, los jugadores toman sus decisiones comparando sus
posibles situaciones inmediatas futuras contra su actual situaciéon y no ven més alla del
futuro inmediato.

Los caminos de mejora son el elemento que nos permite establecer que para cualquier
red, si partimos desde una red las redes que emanan desde esta red nos guian ya sea a
una red estable o a un ciclo de redes. Veamos que son los ciclos de redes y clarifiquemos
los conceptos hasta ahora presentados.

12



Ciclos

Un conjunto de redes C' se dice que forman un ciclo si es que para cualquier par de
redes g, g’ € C existe un camino de mejora que conecta a g con ¢g’. También se dice que
un ciclo C' es un ciclo mazimal si no es un subconjunto propio de un ciclo. Y un ciclo
C es un ciclo cerrado si ninguna red en C' se encuentra en un camino de mejora que
guie a una red que no esté en C'. Por definicién un ciclo cerrado es necesariamente un
ciclo maximal. Con la definicién anterior de un ciclo de redes y la de camino de mejora
se puede demostrar que siempre existe una red estable a pares o un ciclo cerrado de
redes.

Para entender un poco mejor los conceptos hasta ahora presentados brindaremos

un par de ejemplos.

Ejemplo 1. Supongamos por el momento que tenemos un conjunto de 3 nodos, N =

{1,2,3}. Dado este conjunto de nodos tenemos el conjunto de todas las posibles redes,

a saber, G ={q1,42,-..,93} donde cada red estd definida a continuacion:
g1 =10, g5 = {12,13}
g2 = {12}a g6 = {127 23}
gs = {13}7 gr = {137 23}
94 = {23}, gs = {12,13,23}.
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St ademads suponemos que cada jugador en esta red tiene una funcion de utilidad
ui(g) = > 5t — D ey C donde § es un nimero tal que 0 < 0 < 1 y la funcion
t(ij) estd definida como la longitud del camino mds corto entre i y j, o bien 6" =0
st 1y J no estdn relacionados en la red g. También vamos a asumir que las constantes
c y & cumplen con la siquiente relacion: ¢ < 6, § —c < 6. Con la funcién de utilidad
anterior podemos garantizar que sin importar cudl es el tamano de N, una red con la
forma de una estrella donde un jugador central estd conectado con todos los jugadores
y todos los demas jugadores solo estdn conectados con este jugador central es una red
estable a pares. En el caso de N = 3 las redes g5, g¢ y g7 serian las redes estables a

pares.

Para continuar necesitamos un par de definiciones méas. Dada cualquier red inicial
podemos definir el conjunto de redes que estan en un camino de mejora que nos lleva
hasta esta red inicial, es decir, denotamos im(g) = {¢| existe un camino de mejora de

¢" a g}. Dada la definicién anterior, no es dificil ver que:

im(gr) = 0, im(gs) = {91, 92, 93, g}
im(gs) = {1}, im(gs) = {91, 94, 93, gs }
im(gs) = {g1}, im(g7) = {91, g3, 94, gs }
im(ga) = {91}, im(gs) = 0.
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En términos graficos, la Figura 1 muestra las 8 redes del Ejemplo 1 y las flechas indican

las posibles redes adyacentes de mejora para cada red.

Figura 1: Caminos de mejora

En la figura previa las redes g5, gs y g7 son redes estables a pares porque no hay forma
de mejorar la utilidad que les dan estas configuraciones a ninguno de los tres jugadores
formando la conexién que les hace falta, en su lugar estan contentos estando conectados
indirectamente algunos de ellos, ni tampoco tienen interés en destruir ningiina conexién
porque eso empeoraria la situacién para quienes lo hicieran. Pero es importante permitir
la existencia de ciclos, ya que no siempre existen redes estables a pares. Lo que si es
cierto es que siempre va a existir al menos una red estable o al menos un ciclo cerrado

de redes.

Ejemplo 2. La Figura 2 muestra una situacion donde no hay una red estable y se
muestran los ciclos mazximal y el ciclo cerrado. Tomemos nuevamente 8 redes pero con

una configuracion diferente de caminos de mejora para ilustrar estos conceptos.
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Figura 2: Ciclos cerrados y maximales

En este caso, los CO?’LjUTLtOS.’ Cl = {927g57g6}7 CQ = {937947.97} Y C3 = {glag37g47g7}

son ciclos, pero solo C7 y Cs son ciclos maximales, mientras que solo Cy es un ciclo

cerrado. Y en este sequndo ejemplo tenemos que:

im(g1) = {93, ga, g7, }, im(gs) = {91, 92, 93, 94. 96, 97- s}
im(g2) = {91, 93, 91, 95, 96, 97> 98} im(gs) = {91, 92, 93, 91, 95, 97, 9s }
im(g3) = {91, 94, g7}, im(g7) = {91, 93, 94}

im(ga) = {91, 93, 97} im(gs) = 0.

Ahora que sabemos que todas las redes llegan en el tiempo a una red estable a
pares o a un ciclo, nos gustaria poder brindarle algo mas al analisis. Como se mos-
trara a continuacién puede haber méas de una red estable a pares, pero al considerar la
posibilidades de errores como se hace en la teoria de juegos esto nos ayuda a reducir
la cantidad de redes predichas como estables. A continuacién analizaremos que sucede
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con el proceso de formacién de una red ante la posibilidad de dichos errores.

4. Redes dinamicas estocasticas

Podemos ahora definir como funciona el proceso dinamico y estocastico que estamos
modelando de la formacién de una red. Recordemos que queremos entender y poder
hacer algunas predicciones respecto a cuales son las redes mas propensas a surgir e in-
clusive cudles de estas son mas robustas en funcion de posibles mutaciones. El proceso
de formacion o evolucién de una red es como sigue: en un conjunto discreto de momen-
tos un par de jugadores 75 es aleatoriamente identificado con la misma probabilidad y
entonces se pone a consideracion de este par de jugadores si quieren modificar la co-
nexion o si prefieren que se mantenga como esta. Después, esta conexion se formara si
es mejor para alguno de ellos y no peor para el otro, o bien, se destruira la conexién si
es que esto es estrictamente mejor para alguno de los dos jugadores respecto a la red
que cuenta con esta conexion. Ahora bien, después de que la accién es tomada, existe
una pequena probabilidad € > 0 de que un error ocurra y la relacién se rompa cuando
es que estaba presente o que se cree cuando no estaba presente.

Este término de error o perturbacién que puede ocurrir en cada instante se pue-
de deber a errores mismos de los tomadores de decisiones, o bien a alguna situacion
que esté fuera del control de los mismos o inclusive se puede considerar que algunos

jugadores no son miopes, lo que resulta en que ciertos nodos no se formen y otros se
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destruyan aun cuando esto no tendria que ser asi para jugadores miopes y con per-
fecto control sobre la situacion. El proceso descrito en el parrafo anterior define una
cadena de Markov, donde los estados en este caso se refieren a la red que existe en
ese momento. Ademads esta cadena de Markov es irreducible, lo que quiere decir que
todos los estados se comunican entre si aunque sea con baja probabilidad y también
es aperiodica dados los errores o mutaciones ya que no se revisitara una misma red en
multipos de algin nimero. Lo anterior es conveniente porque nos permite garantizar
la existencia de una distribucién estacionaria tnica.

Una vez que tenemos a la mano la definicién de estabilidad a pares, nos gustaria
poder refinar las predicciones que este concepto realiza. Una red que esta en el soporte
de la distribucién estacionaria limite (cuando € tiende a cero) del proceso de Markov
descrito arriba es estocdsticamente estable. Se definen en seguida algunos conceptos que

nos ayudan al calculo de las redes estables estocasticamente.

Resistencia de un camino

Ahora podemos establecer un resultado que nos sera de gran utilidad. Definimos un
camino p = {g1,...,9x} como una sucesién de redes adyacentes. La resistencia de
un camino p de ¢’ a g, denotado por r(p) es calculada como r(p) = f(_l 1(g:, giv1),
donde 1(g;,giv1) = 0 si g; € im(gix1) y 1(gi, gir1) = 1 en caso contrario. El concepto

de resistencia rastrea cuantas mutaciones deben de ocurrir a lo largo de un camino

especifico para seguir ese orden de redes especifico. La nocion de resistencia se presta
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en si misma para definir la resistencia de una red a otra como el valor del camino con

la menor resistencia. Definimos entonces,

r(g,¢") = min{r(p)|p es un camino de mejora de ¢’ a g}.

Por 1ultimo, dado una red g, un arbol-g es un grafo dirigido que tiene como vértices
todas las redes y tiene un tnico camino dirigido de cada ¢’ a g. Si definimos 7'(g) como
el conjunto de todos los arboles-¢g y un elemento caracteristico de T'(g) lo denotamos

’

como t tal que ¢'g” € t si y sblo si hay una conexién directa que conecta a ¢’ con g” en

el arbol-g t. Definimos la resistencia de una red g como

r — 7 ey
(9) oin, (g, q")
glgllet

Jackson y Watts (2002) obtienen el siguiente resultado.

Teorema 1. El conjunto de redes estables estocdsticamente es el conjunto {g|r(g) <

r(g’) para toda g'}.

Jackson y Watts (2002) también presentan otro resultado que nos serd ttil, ya
que simplifica los argumentos que necesitamos usar. Bajo este resultado se pueden
calcular las redes estocasticamente estables limitando nuestra atenciéon a un conjunto
mas pequeno. Sélo necesitamos un concepto previo.

Dada una red g, un drbol-g restringido es un grafo dirigido que tiene como raiz a
g y como otros vértices las redes estables a pares y ciclos cerrados y ademas tiene un

Unico camino dirigido que va desde cada vértice hacia g. Si denotamos el conjunto de
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arboles restringidos como RT'(g), entonces 7(g) = min cpr(g) D r(z',z"). Donde

z'zl'er
en la expresion anterior x denota un vértice genérico que puede ser una red g o un
ciclo C. La bondad del resultado anterior es que la resistencia de una red puede ser
calculada restringiendo nuestra atencion a la resistencia que hay entre redes estables
a pares y ciclos cerrados. Lo anterior se debe a que cualquier red que no sea estable
a pares o en un ciclo cerrado se encuentra en un camino de mejora a una red estable

a pares o un ciclo cerrado, asi que considerar estas otras redes no le anade nada a la

resistencia.

Ejemplo 1 (cont.). Siguiendo con la idea en la que tenemos tres ciudades que pueden
estar interesadas en formar carreteras y con la funcion de utilidad dada previamente
el proceso de formacion de la red es como sigue: se elige una de las tres conexiones
con 1gual probabilidad, si la conexion no existe se analiza si es que Se quiere crear por
las partes, si esta conexion ya existe cada uno de los jugadores analizan si es que le
convendria cesar esta conexion porque asi le conviene. Después de tomada la decision,
ezxiste una pequena probabilidad € > 0 de que se destruya una conexion si existia o se
cree si es que no estaba presente. El proceso anterior se puede representar mediante

una matriz que nos da la probabilidad de pasar de una red a otra.
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g1 92 g3 g4 g5 e gr gs

gl e 5 F 5 0 0 0 0
p| 5 M0 0 L 0o
gl £ 0 = 0 L 0 =0
als 0 o0 H o0 L 0
gl 0 % < 0 1—c¢ 0 0 s
g| 0 5 0 5 0 1-¢ O 5
gl 0 O s s 0 0 l—¢e £
g\ 0 0 0 0 1-¢ 1-¢ l—e .

En la matriz anterior se tiene capturada la informacion de cuéles son los caminos de
mejora, asi como la posibilidad de que haya algunas perturbaciones. Si a este ejemplo
le aplicamos el Teorema 1 desafortunadamente no podemos refinar la prediccion de
redes estables, es decir, cada una de las redes g5, g, g7 son estables a pares y también
estocasticamente estables a pares. Esto no siempre sera el caso. En la siguiente seccién
trabajaremos con la misma funciéon de utilidad, pero anadiremos el hecho de que los
jugadores puedan estar rentringidos en su capacidad para realizar conexiones, digamos
tal vez porque tienen alguna dotacion que les impide tener tantas conexiones como
ellos quisieran.

Veamos ahora un ejemplo en el que el concepto de estabilidad a pares estocastica

no puede refinar las predicciones en el modelo porque estamos dandoles demasiadas
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libertades para formar conexiones a los jugadores.

Ejemplo 3. Para mostrar una situacion en la que el concepto de estabilidad estocasti-
ca a pares no refina el conjunto de predicciones porque tienen demasiada libertad para
formar sus conexiones supongamos que tenemos N = 4 jugadores. Ahora introducire-
mos la idea que cada jugador tiene una dotacion homogénea con la cual puede formar
las conexiones. Asumiremos que cada uno tiene 3¢ de forma tal que en teoria se podria
formar la red completa o lo que es lo mismo K = 3. Con la funcion de utilidad del
Ejemplo 1 y el supuesto adicional 5 > § — ¢ se puede ver que las redes en la Figura
3 son ambas estables a pares e inclusive ambas son estocasticamente estables. En este
sencillo ejemplo no es dificil ver que si se destruye la conexion entre los jugadores 3
Yy 4 entonces estamos en un camino de mejora para la sequnda red. Y por el otro lado
st de la sequnda red se deshace la relacion entre 2 y 4 entonces al igual que antes nos

encontramos en un camino de mejora hacia la primer red.

1@ ®3

Figura 3: Dos redes estables a pares y estocasticamente estables

Y de acuerdo con la definicion de resistencia se tiene que ambas redes estables tienen
una resistencia de uno, la minima posible, por lo que ambas son redes estocdsticamente
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estables a pares.

Pero esto no siempre es el caso, veamos un ejemplo donde no ocurre esto.

Ejemplo 4. Supongamos que tenemos cuatro agentes economicos con la misma funcion
de utilidad que en el Ejemplo 1, pero en esta ocasion los agentes estan restringidos de
la siguiente manera: la creacion de un lazo tiene un costo de 2¢ como antes y el costo es
absorbido en partes iguales por ambos jugadores, es decir cada uno paga ¢, sin embargo
ahora dos jugadores constan con una dotacion de c y los otros dos jugadores tienen una
dotacion de 2c. Digamos especificamente que los jugadores 1 y 2 cuentan con ¢ y los
Jugadores 3y 4 cuantan con 2c. En la Figura 4 se muestran dos redes que son estables
a pares, pero solo la red que cuenta con un solo componente es estocdsticamnete estable

a pares.

Figura 4: Redes estables a pares. Sélo la red de la derecha es estocasticamente estable

Veamos que para poder pasar de la red de dos componentes a la otra red sélo necesi-
tamos romper el lazo entre 1 y 2, mientras que para pasar de la red con una componente

a la red con dos componentes tendriamos que deshacerse la relacion entre 1 y 3 y tam-
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bién la relacion entre 2 y 4 para estar en un camino de mejora que nos lleve a la red

con dos componentes.

Ahora queremos considerar situaciones en las que por limitaciones de recursos fi-
nancieros no se puedan formar tantas carreteras como en un inicio se hubiera deseado o
tal vez no se cultiven tantas relaciones de amistad porque el tiempo no lo permite. En
cualquiera de las dos situaciones anteriores lo que tenemos presente es una restriccion a
la cantidad de conexiones que se pueden formar, esto es lo que consideramos en nuestro

modelo.

5. Modelo con restricciones a la formacion de co-

nexiones

En esta seccion proponemos una variante al modelo de conexiones sin pagos laterales
presentado en Jackson y Wolinsky (1996) en el cual usamos los conceptos y resultados
de Jackson y Watts (2002). En el modelo que proponemos asumimos que los jugadores
tiene una restriccion de conectividad, de tal forma que aunque tal vez ellos quieran
formar todas las conexiones posibles porque asi les convenga no sean capaz de hacerlo.
En especifico, suponemos que hay N jugadores y cada uno de ellos tiene la posibilidad
de formar hasta K conexiones, con 1 < K < N — 1. Ademés vamos a suponer que

se tiene la misma funcién de utilidad que en los ejemplos pasados, es decir, u;(g) =
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>k 51 — > jijeq & donde ¢ es un niimero tal que 0 < 0 < 1y cada jugador tiene
una dotacién para formar conexiones de cK.

Tomando como supuesto que § — ¢ > 62, es decir, suponemos que una conexién
directa es mas benéfica que cualquier conexién indirecta y segin la Proposicién 2 de
Jackson y Wolinsky (1996) la tinica red estable a pares es la red completa g"V. Pero en
su articulo, ellos no contemplan una restriccion a las conexiones entre jugadores como

si se hace aqui.

Ejemplo 5. Supongamos que tenemos N = 6. Dada la funcion de utilidad y los su-
puestos hechos tenemos cuatro redes que son estables a pares, las cuales se muestran a

continuacion:

/\
\/
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Es decir, en este caso aunque tenemos cuatro redes diferentes que son estables a
pares, podemos obtener una unica red como prediccion utilizando el concepto de esta-
bilidad estocastica a pares. Esto se puede entender como una prueba de robustez, es
decir, aun cuando las cuatro redes son estables a pares por definicion, solo la red en
forma de circulo es la que es mds resistente a perturbaciones, lo que la hace en algin

sentido una mejor candidata a ser predicha.
Lo anterior no es casualidad, podemos establecer la siguiente proposicion.

Proposicion 1. Dados N jugadores con K = 2 niumero de conexriones que pueden
formar. Con la funcion de utilidad u;(g) =3, §4) — iijeq C Y €l supuesto adicional
§ —c > 6% se cumple que la inica red estocdsticamente estable es la red en forma de

circulo.

Demostracion. Para probar este resultado basta darse cuenta que la resistencia que
le brinda cada red estable a pares a la red en forma de circulo es la menor posible.
De tal forma que de acuerdo al Teorema 1 es la de menor resistencia y por lo tanto es
estocasticamente estable. Ademas recibe la menor resistencia posible, lo que la convierte
en la unica red estocasticamente estable. Notemos que s6lo hay tres tipos de redes
estable a pares en estas circunstancias. La red con un nodo no conectado que al romper
una conexion estd en un camino de mejora hacia el circulo. Como segunda opcién estd la
red con un par de jugadores conectados y aislados, esta red también esta a una conexién

de distancia de un camino de mejora de la red en forma de circulo. Por ultimo la red
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que tiene m circulos requiere m errores para estar en un camino de mejora hacia la
red en forma de circulo. Sélo hace falta notar que aunque la red en forma de circulo
también requiere de m errores para llegar a la red con m circulos. La red en forma
de circulo requiere de dos errores para ir a cualquiera de los otros dos tipos de redes
estables a pares. Lo que convierte a la red en forma de circulo, gracias al Teorema 1,
en la unica red estocasticamente estable por tener estrictamente menor resistencia. H

Para finalizar, brindamos una afirmacién para el caso general en el que que 2 <
K < N — 1 con la misma funcién de utilidad y condiciones. Junto con la afirmacion
damos también las ideas fundamentales por las que creemos que la proposicién tiene

sentido.

Conjetura 1. Dada una red con N jugadores con la funcion de utilidad u;(g) =
Z#i 54 — Zjn.jegc y dotacion de cK para cada jugador. Donde el costo de for-
macion de una conexion es de ¢, se cumple que existe una unica red estocdsticamente
estable si como es natural ¢ > 0 y ademds § — ¢ > 6. Mds aun, esta tnica red es
aquella de una sola componente y con la mdxima cantidad de conexiones posibles, es
decir tiene NK /2 coneziones si N o K es par y (NK —1)/2 si N y K son ambos

mpares.

Hay cuatro ideas que nos hacen suponer la veracidad de la conjetura anterior. (1)
Notemos que toda red estable tienen N o N — 1 nodos conectados. Esto es claro, ya

que si hubiera N — 2 nodos o més sin conectar, habria al menos dos o mas jugadores
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que estarian dispuestos a formar una conexion.

(2) Una red estable con m componentes requiere de a lo mas m errores para estar
en un camino de mejora hacia una red con una sola componente. Esto tampoco es muy
dificil de ver debido a que si se destruye una conexiéon de cada componente entonces
cada componente se puede unir con la siguiente en orden, una tras otra tal que todas
las componentes se unen una sola.

(3) Un argumento que ya no es tan claro es aquel de que una red estable con una
componente requiere de al menos m — 1 errores para estar en un camino de mejora
para llegar a una red con m componentes. Esto se observa al analizar el mejor de
los casos para llegar a esta situacion, en este caso la red con una sola componente
tiene m conjuntos de nodos, uno por cada componente que terminara ocurriendo salvo
por dos elementos en cada conjunto, uno para unirse con un conjunto y el otro para
unirse a un conjunto diferente tal que se tiene una red con una sola componente. Al
romper estas dos conexiones en cada conjunto y unirse estos dos jugadores obtenemos
™m componentes.

(4) El caso més complicado serfa aquel en el que para ir de una red con my > my
componentes se requiere de al menos 2(my — my) — 1 errores para estar en un camino
de mejora hacia una configuraciéon con m; componentes. En este caso hay que notar
que para todas las componentes que sobran respecto a m; se requieren romper una
conexion en cada componente sobrante y otra conexion en alguna otra componente

para que estas dos componentes se unan y formen solo una. Y si habia un nodo que
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le faltara una conexion, que bien es posible, segiin el primer argumento, entonces se
requeriria destruir una conexiéon menos, por eso el —1 en la expresién brindada.

Con los argumentos anteriores en mano, tenemos una cota superior para la resis-
tencia para la red con una componente y una cota inferior para las redes con dos o
mas componentes, por desgracia la cota superior no es menor que la cota inferior de
las otras redes, tal que pudiéramos aplicar el Teorema 1 brindado. Pero los argumentos
estan cerca de concluir la afirmacion ya que las configuraciones en cada caso no son
compatibles, lo que nos permitiria tener una contradicciéon y poder entonces concluir

con el Teorema 1 que la red con una componente es la tnica estocasticamente estable.
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6. Discusion final

En este trabajo empleamos el concepto de estabilidad a pares, el cual es un concepto
no muy restrictivo o que exige poco. Ademas este mismo concepto toma en cuenta la
formacion y ruptura de lazos, lo cual permite anadir en forma natural la posibilidad de
errores, es decir, podemos trabajar con el concepto de estabilidad a pares estocastica.

El planteamiento que se llevé a cabo aqui puede entenderse por ejemplo en una
situacion en la que todos los jugadores en una sociedad de entrada estarian interesa-
dos en estar conectados con todas las demas personas en la sociedad. Esto se podria
entender pensando que a cualquiera de nosotros nos gustaria conocer todas las ofertas
laborales aun cuando no todas las opciones sean para nosotros, ni nosotros tengamos
la posibilidad de tomar cualquiera de las ofertas existentes.

En el modelo que presentamos al tomar el supuesto § — ¢ > 62 estamos asumiendo
que es mejor tener una relacion directa con cada jugador, quién entonces seria mas
probable que nos pudiera brindar la informacién pertinente sobre un trabajo tomando
en cuenta inclusive el costo de mantener esta relacion, que si pudieramos eventualmente
obtener esta misma informacién al recibirla del amigo de un amigo (6% > § — ¢).

A este respecto podemos decir que si se tiene sélo la opcion de formar una relaciéon
entonces esta se llevara a cabo y si por otra parte se tiene la opcién de concretar todas
las relaciones estas también se llevaran a cabo. Es decir, cuando en nuestro problema de

interés o acorde a nuestro modelo se es tan limitado como para que solo se establezcan
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relaciones bilaterales (kK = 1) en el intercambio de informacién esto provoca una red
fragmentada o con la formacién de tantas parejas como sean posibles.

En el caso extremo opuesto al anterior, donde todos los jugadores tienen la posi-
bilidad de conectarse con todos, entonces la red completa se formara. Por supuesto,
el caso de mayor interés es aquel en el que los jugadores en una red de interés tienen
ciertas restricciones (K < N — 1), pero no tantas restricciones (K = 1), como para sélo
tener un contacto que nos pudiera brindar informacién respecto a posibles vacantes.

Uno de los resultados mas importantes a los que llegamos es para el caso particular
en el que K = 2. En esta situacion, la red conocida como circulo es estable a pares
y aunque conforme N crece el conjunto de redes estables a pares crece también, se
tiene que la red con configuracion de circulo es la tnica red estocasticamente estable a
pares. La interpretacion que podemos hacer de esto es que si un conjunto de jugadores
tiene la restriccién de s6lo poder proporcionar y recibir informacion de dos jugadores
entonces empezara a formar lazos conforme se les vayan presentando las oportunidades,
pero si algunas decisiones se llegan a deshacer o bien esta el factor estocastico presente
entonces con el paso del tiempo la red que es mas facil alcanzar y dificil de salir es
aquella con forma de circulo aun cuando hay més redes estables a pares.

Por otra parte, queda la puerta abierta para analizar que pasa en el caso general
en el que 3 < K < N — 2. Tentativamente, en esta situacion una red estable a pares
en la que s6lo haya una componente es bastante viable, pero podria ser que existiera

mas de una red estocasticamente estable y sobre que formas podrian tomar estas redes
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estables tampoco tenemos mucha certeza.

Como ultimos comentarios, cabe destacar que trabajamos con una funcién de uti-
lidad muy especifica, ademéds de manejar una homogeneidad en la restriccién de los
jugadores en términos de cuantos lazos pueden formar. Otro supuesto fundamental
aqui fue el tratar a los jugadores como miopes, en el entendido de que cada jugador
toma sus decisiones con un anélisis inmediato, el trabajar en este mismo modelo pero
con jugadores no miopes, pero tampoco con un poder de andlisis o prevision ilimitado

como los agentes racionales también seria otro posible estudio de interés.
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