Las oolecciunes de Documentos de Trabajo del 0 reprasen
an unt medio para difundir los avances de la lsbor de nvest-
gaidn, v pars permity gue ios autores rasihan somentaros
antas de su publicacidn definitiva. Se agradecerd que lug co-
mantatios se hagen Hegar directamente al [los) sutories)
< DR £ 15888, {entro de investigacion v Docencis Eoond-
micas, A, §., caretera México-Toluca 3855 (k. 16.5),
Lomss de Santa Fe, 01210 México, D. F., tel, 727-9800,
tax: 2B 1304 v B70-4277. +» Produccion a cargo dol {los)
sutoriss), por lo gue tanto el contenido como el astilo v la
redaccidn son responsabilidad exclusiva suya.

Numero 13

David Mayer
PUNTOS QUE FLJAN UN CUERPO BAJO ISOMETRIAS



Introduccion

onsideramos algtin cuerpo en el espacio de » dimensiones y lo sujetamos detenién-

dolo de »n + | puntos situados sobre su superficie. ;Bajo qué condiciones queda
sujeto el cuerpo? Distinguimos en primer término las condiciones segin las cuales no
es posible realizar una traslacién sin que los puntos penetren en el cuerpo. Estableccmos
condiciones de primero y segundo orden para que, cuando se someta el cuerpo a
isometrias que contengan rotacioncs, Ios puntos fijen el cuerpo. Caraclerizamos las
condiciones de primer orden en términos de la disposicién geométrica de las lineas que
pasan por los puntos en la direccion de las normales a Ia superficie del cuerpo. Para el
caso del tetraedro en n» =3 mostramos que las condiciones de segundo orden son
consecuencia de su geometria intrinseca. Establecemos también el teorema algebraico
|a | <er (A) para matrices A méndrigas de dimensién 3, motivado por estas consi-
deraciones, donde A es valor propio de A.

Sea M"~! =3 K < E" una variedad inmersa en el espacio euclidiano de n dimen-
siones, dotada de un campo normal unitario N global que apunta hacia el complemento
de K; K un abierto simplemente conexo. Iremos dotando E de diferentes sistemnas de
coordenadas candnicas.

Definicion, Sean P=(p},...,p}) una (n+1)—ada de puntos de McE",
N, ..., N"las normales situadas en los puntos expresados en vectores columna con
respecto a algin sistema de coordenadas. Decimos que los puntos fijan M bajo el grupo
de isometrias, si para cualquier curva de isometrias ¢ (f) de E”,

J0<isn:9(-&8)PhnKzD. N

1. Deslizamiento: condicion de primer orden

La primera condicién para que P fije M bajo el grupo de isometrias es que lo fije el
grupo de traslaciones. En ese caso (denotando con b las traslaciones)

Vbz0 3 0<i <n:N-b<0 (1.1)

Esto implica que cualquier subconjunto de {N° , . . . , N"} con n vectores es linealmente
independiente. Pues si, porejemplo, {N°, . . . , N*~ !} es linealmente dependiente, existe
algtin vector btalque - N°=...=b-N"=0, y entonces, yasea N'- bo N - (—h) es
< 0. También implica que 0 es una combinacién convexa de N, pues de lo contrario
existirfa un hiperplano separando N' de 0, es decir, un vector b tal que N - b > 0. Existen,
por tanto, ;>0 con Zja;=1, ja, N'=0. Resultari mds sencillo trabajar con
n' = a, N, Iy o = 0. Consideramos n' = n’ (P).
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Utilizaremos para estos vectores normales los siguientes célculos. Dados los n

vectores (ng SN i X = Rn+1 ortogonalesa(1,...,1) € Al ae [1, e, n} indica
componentes) existen n vectores (0, , ..., ®) e A *1con
n n
D ap=8,, > @,=0. (1.2)
i={ i=0

Es decir, las matrices (n+ 1) x (n+ 1)

"

son inversas, donde e=(n+ 1) (L, ..., ) e A", Conmutando la multiplicacién
se tiene también

"

. 1 y
i e = HY
z man{,+j‘1+1 &Y. (1.3)

a=1

Seanp'=p' ))=A( p,, i=1,...,nlas trayectorias de los puntos P bajo la accién
de curvas de isometrias A ($}: (—¢,e)x A" —> K", A(0)=1 Suponiendo que se
satisface la condicién (1.1) s6lo en el caso en que las trayectorias p!, ..., p" sean
tangentes a M puede fallar que los puntos fijen M. Buscamos la condicién de que p”
sea tangente a M. Sean pi (#) los componentes de pi. Escribase

P=Api=bO+R1 P (1.4)
descomponiendo A () en traslacidn y rotacién. Sean n' = n' (P) las normales a M sobre
las curvas. Tenemos #' - p' (1) =0,i=1,...,nes decir

n- (b + R pi)=0. (1.5)
In'll
La matriz N’ =| - - - |tiene inversa, por lo que
n.ﬂ
B=WNY'"WN'-Rpp,....n"-Rpp)f (1.6)

Podemos interpretar esto como una ccuacién diferencial ordinaria de la que se obtiene
una unica b (¥) para cada R (¢) (con condici6n inicial & = 0), que mantiene las trayccto-
rias p' (r) sobre M.
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Si pﬂ (f) también es tangente a M, tendremos la ecuacién (1.5) para £ =0 también.
Sumando 1.5en i.

D ni-Rph=0 (L7)
i=0

Puesto que esto es vélido para cualquier transformacion antisimétrica R’, 1.7 afirma
que

h A
Z n' - pbT es simétrica, o 2 naA ph=0 (1.8)
i=0 i=0

(Utilizamos aquf los espacios de Grassman G © (&")). Si se interpretan r' como fuerzas,
éstas suman cero y tienen un momento angular cero.

Para cada R’, n de las condiciones de (1.5) definen &’ v 1a restante puede obtenerse de
(1.8) que, por consiguiente, es la condicién de primer orden para que los puntos pj,
fijen M.

En caso de que se satisfaga la condicién de primer orden, podemos calcular

. (Y _ (n* ¥\ _ (" Rp}
e 0] n"-b')_ n-Rpg|
’ 0 (9. R p9
0 e n"- R pj
\
Proposicién 1.1

Sean P, N € ()" *!. Entonces

n n

— i _ i i — i
S= 20 n-p —Siﬁpa—Sabmb+Ba,B—n+l Eop (1.10)

Demostracion. Dada §, = z na Py
i=0

n n

n n
. C y 1 . . 1 ;
W S, = ! = o — =p —
E, b Dby Z('Jb L Py Z( ’H_I)PS i E,P{,
b=1 i=0 j=0 j=0
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3
por lo que p; =Y @} S, + B,. Tnversamente, 8] escogemos P comoen 1.9,
b=

R n & & "
zn.f;»}?i.az zﬂi-(s&ﬁ)i-i-ﬁe)mz,sbc zwinims-@
i=0

=) pwl e=1 im0

Por lo gue 5 resulia ser la matriz simélrica en cuestidn, y cualquier valor de P es
aceptable, W

La condicidn de primer orden L8 tiene la caractorizacion geoméirica siguicnie.
Escribimos <A> para el espacic generado por el conjunto ¢ #-ada de vectores A.

Teorema 1.2

Pe (MY satisfacen S=5374 pT =, siy séie si cada giam de dimensitn # —2
que intersecta o ¢s paralelo a # de las lineas L ={p'+ ' 1 € R} intersecta o es
paraleio a 1a ifnea restante.

Dempstracion. Supongamos que X2p an' =0, Sea 0" un plano de dimensién

n -2, con direcciones lincalmente independientes v, xates v,; , yoon ge P2
Supéngase que L' intersecta "2 iz /. Entonces g ~p' € <’ v, ... ., ¥, > porlo
que

(q-pYaravia. . Ay, =0

La misma scuacidn s obtiene si L' es paraleiﬁ a "% pues en ese caso A’ es
combinacién lineal de vi, ..., v, o, va Av;a...AY,_,=0 Portanio

b

{g~pPYaw Ay A /\Vnmz”‘*z G- VA AL AV, =0,

inj

puesto que Yin =0 v I p AN = 0. Se infiere que I también intersecta o es paralelo
a g’ segin siwAva .. A v, es diferente o igual a cero.

Demostramos la implicaci6n inversa primero para 7= 2 y luego reducimos los demds
casos aéste. Bn el caso n = 2 existe algin punto g en el que se intersectan LYy I}, puesto
que no son paralelas, Por mzzs;gmezzt&, I? también pasa por 4 ¥ tenemos
Peg+dni=0,12porloqueZipan =« I (g+ 0 ny an' =0,
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Para n = 3 exprésese w =% p" A # en términos de n,...,n, 51 w#0, renumerando
s es necesario, n; An, no tiene coeficiente cero, por lo que " @ %0, donde
7 : E" — E? es la proyeccién sobre <ny, ny>. Por las condiciones de independencia
lineal de las normales &t (T'°), & (T' 1), & (T 2), satisfacen la hipétesis de interseccién para
el caso n = 2, por lo que podemos concluir que 0 =X 1t () A T (#') = T* @, lo cual es
una contradiccién. (Identificamos los vectores con sus formas duales via el producto
interior.) A

2. Condicion de segundo orden
Queremos ahora calcular hasta el segundo orden, si la trayectoria p? (£), asumiendo que

es tangente a M en ¢ = 0, se introduce en M. En ¢l caso de una trayectoria x () de M,
sea T () =x () su vector tangente. Omitiendo ¢, puesto que 0 =x"- N,

0=x" N+x-N=x"-N+B¥,x) @.1)

donde B es la segunda forma fundamental de M, de tal modo que, suponiendo que N
apunta hacia afuera, en r=0

@ N=p” N+B{p, pH)>0 (2.2)

implica que el punto se desplaza hacia el exterior de la variedad en ambos sentidos de
la curva.

Obsérvese que para las trayectorias p’' (f), en caso de ser tangentes,

(pi! . ni)l = a‘_ (pir . N)t + a; p:’r . N — ai (pit . N),

Supongamos que parai=1,. .., ntenemos (¢” - ')’ = 0 (estos n puntos tienen trayec-
torias en M), y (p” - n%)’ < 0 (la trayectoria restante se introduce en el interior de X).
Sumando,

0> (" niy =3 ni- (6" +R"ph)+p" n"

i=0 i=0

-2 R g+ a, B (¥, p) (2.3)

i=0 i=0
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Para evaluar en ¢ =0, observamos que para cualquier camino R (f) de rotaciones con
R(O)Y=1,

0=@R™R+2R"R+R'R") | =R" | =-(RTR) |,
Escrihamos también
b (X, Y)=amB" (X, ) =<Dy(n), Y> 2.4
La condicidn de segundo orden es, para =0,
B pY< Y (R ) - (R ph) (2.5)

i=0 i=0
R

donde p” =b’+ R’ py =R’ pl - S R pp o (véase 1.6).

i=0
3. Condiciones de segundo orden para el tetraedro en n =3

Consideremos un tetraedro en /-, sujetado de los puntos P. En este caso la condicidn
de segundo orden es

3
0< ) R n)- (R p)
i=0
Tomemos el origen en p°, y definamos las matrices
No=(ny,...,m), Po=(@y....,P3)
La condicidn de segundo orden puede escribirse

O<tr((R' N (R P))=tr (NJR P)=tr (R PyNIRT)

Si se cumple la condici6én de primer orden, Py N 3," = § es simétrica y, escribiendo con
respecto a una base ortonormal de sus vectores propios,

(R PyNTR) = 3 Ryl Ky =2 3, (hy+ hy) B

lca, b<3 l<g,b«3
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68 positivo, si v sélo si cualguier pur de valores propios ticne suma positiva. Por dlitimo
ohsérvese que

P, N [ es conjugado de NP, N (NEy P = N Py

Por tanto, si se cumple Ia condicién de primer orden, on el caso # = 3, la condicidn de
segundo orden se cumple, si ¥ s6lo si los valores propios A de A = N ] P, satisfacen la
condicién A < #r (A).

El siguiente teorema demuestra que se satisface esta dltima condicidn. Es facil ver que
las hipétesis sobre Ia matriz A corresponden precisaments a que los puntos P se
cocuentren en las caras de un fetraedro con normales N, donde tomamos el origen en
F4, Bl teorema demuesira més dé lo necesario, extendiéndose al caso de valores propios
complelos,

Teorema 3.1
Sen A = () una matriz 3 X 3 que satisfaga

Hﬁ>0,zaﬁ>0,ag{ag i Sl;jfgg

(A es mdndriga de dimension 3). Entonces cada valor propio ¢ de A satisface
Iz | <ir{AlL &
Para la demostracidn consideramos la matriz

d

& £E - 44—
A= b—2 b b-f
c-h ¢~i <«
que satisiuce las hipdtesis si cada Ictra representa un niimero no negativo y
L=g+h L=d+i, y=etf
SO menores que ¢ = a -+ 5+ ¢, Bl polinomio caracteristico de A tiene la forma

paAy=det AT -A)=2" -8B+ ak+a

Demostramos primero gue el teorema es corsecuencia de las desigualdades
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asl <8, la,| <2, at+a,>0
0 1 ey
Faj—ayt®—a t*>0. (3.1)

Luego demostramos las desigualdades.

Para mostrar que las raices reales de p, (A) satisfacen A £ ¢ mostramos que
pa®>0, p (>0, pa(0>0, p, (>0, (3.2)
que implican p, (A) > 0 para A 2> ¢. Puesto que

Py ()=a, t+a,
pal=a,+7
pa(O) =41 (3.3)

y p,, (A) =6, las desigualdades 3.1 claramente implican las desigualdades 3.2. De
manera similar, para mostrar que las raices reales satisfacen — ¢ < A, mostramos gue

pa(t)<0, p (>0, p, (<0, p,(-)>0 (3.4)
que implican p, (A) < 0 para A <—¢. Puesto que

pa(-0)=5P+a
pa(-n=-8¢ 3.5)

las desigualdades 3.1 implican las desigualdades 3.4.
Para demostrar 1a desigualdad |z| < ¢ para rafces complejas de p, (A), utilizamos el
siguientc procedimiento. Suponiendo que p, (A) tiene una rafz compleja z=x+1iy y
alguna raiz real r, observamos que

A2— 20+ [z (=) =M — A2+ a, A +a,.

Igualando coeficientes,

t=2x+r
2
lz|" r=a,
2
lz|"+2mx=aq, (3.6)
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.. e oy 2
Eliminando r y x, obtenemos una ecuacién cibica para |z]",

@ (1z]")=0, donde Q (1) = 1 - &, B2 — tay . — @b

Aplicando la misma técnica, mostramos que las raiccs reales | de Q satisfacen p < £,
lo que implica que |z|~ < /2 Ahora requerimos que

Q) =-a—agf —a, 1*+£>0
O (P)=—ayt-2a,2+3¢°>0
QO () = -ubl +6£ >0 (3.7)

La primera es un de las desigualdades que demostraremos. Las otras dos son conse-
cuencias de las primeras desigualdades de 3.1.

A fin de demostrar las desigualdades, primero mostraremos una relacién que existe
entre los polinomios Q y p,. Sidet A=—ay=0,

QA)y=—-ai—tagh-ar?+7*

= ,:( -f(_)z a) )+ao:l

Al (det A)
TdetAPA

El siguiente problema es maximizar p, (0), p_; (0) y minimizar p, (0), p:4 0), py (9,
P, 0 (), para obtener las designaldades 3.1, Fijamos a, b, ¢, y por lo tanto t. Los
méximos y minimos se toman en el interior de la regién % dada por las condiciones

O<min(d,ef g h i), max({def g h D)<t
O<min(g+h,d+i,e+f}, max(g+h,d+ie+f)<t

Obsérvese primero que en cualquiera de las caras 1 a 6 dimensionales de esta region, los
valores cxtremos se encuentran en las fronteras. Concentrémonos en la variable g.

En cualquier cara en la que g es una variable, i también puede serlo o podemos tener

h=t— g. Es decir, podemos tencr% igual a cero o igual a — 1. En cualquiera de estos

og
casos p, (A) es lineal en g, por lo que en cada cara se realizan los valores extremos en
la frontera. Asimismo, las segundas derivadas de a, y @, son cero. Como consecuencia,
encontramos gue en cualquiera de los dos casos,



Mayer / Puntos gue fijan un cuerpo bhajo isometrfas

2

2 oe_n[%%
ang(l)"_z[ag] SO,

por lo que los valores minimos se realizan en las fronteras.

Por consiguiente, s6lo es necesario evaluar las funciones p, (0), p;, (0), p, (), @ (),
en los vértices para encontrar los méiximos y los minimos requeridos,

Consideremos a, = p, (0). Definimos los casos

g+th=d+ti=e+f=0;
ii)g+h=d+i=0,e+f=1,
i) g+h=0,d+i=e+f=1,
v)g+h=d+i=e+f=1t

a a a—e
Enloscasosioii—a,= | b b b-f|=0
cc c
a a-d a-e¢ t 0 0
Enelcasoiii-ay= b b b-f = |b b b-f
c ¢c—i ¢ c c—i ¢
0 f:;:O’
£b f=0,i=t,
=t(fe+ib-fiy= ’ ’
(fe +ib—f1) A f=1i=0,
—ﬂlz f:;:
a a-d a-e 0 0 0
Enelcasoiv-ay= | b—-g & b-f| = |b-g b b-f| =0
c—h c~1 c c—-h c¢—1I ¢
Por lo tanto |ay| <2 .
Consideremos ahora a; = p, (0).
| a a-d a a-e b b-f
“T\p-g b tle-n ¢ c-i ¢

=a(g+h)+b{d+d+c(e+f)—(dg+ehfi).

10
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Claramente a (g + k) + b (d + i) + ¢ (e + f) < ¥ en el interior de R, micntras que

{de+eh+fiy<(t-iDg+elt—-g+(t—e)i
=t{g+e+i)—(ig+eg+ei

Sig=0,
(dg+eh+fiy<t(e+i)—ei<P
en R, donde hemos considerado los casos (e, i) € {0,7}x{0,¢}. Si g=1¢,
(dgteh+MH<P—eict
En R. Por lo tanto |a,| < £

Consideremos ahora

t—-a d—a e—-a 5 ly 2
pa(0)= g-b t-b f-b = g-b t-b f-b
h—c¢c I[-¢ t-c h—c¢c i-c t—-c
En los casos iy ii
0 0 i
pay= | -b t-b f-b|=ctty>0.
-C - t—c¢
En el caso iii
0 0 t 0 ¢ 0O 0 ¢
pat)=|=b t-b f-b| =|-b t f| = |=-b t—f f|=t(db+ec)>0
—c I—-¢ t-¢ —-¢c it -c i-t 1
En el caso iv
t ¢ t t 0 0
Pa®)=|g=b t-b f-b| = |g-b 1-g f-g| =1 2 T8
h—c i-¢ t-c¢ h—-c¢ i-h t-h -4

=t(hf+ig-fiy=t((t—g) f+ig-fi).

i1
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Puesto que la cantidad que estamos considerando es simétrica en todas sus variables,
podemos limitarnos a los casos

g=0=2p, (=1(t-)f>0enR,
g=t=p, (=t(t-Hi>0enR.

Consideremos ahora Q (£2). En los casos en que a, = 0 tenemos

Quedan tres subcasos del caso iii.

2)f=0, i=t
é P b—-a ~o —a
Q(‘z)=:1_ Pa (%]=“§PA(_b)=_§ -b  -2b -b
0 —-c t—c¢ -b-¢
A b+a -a -—a A b 0 —a # b 0 -—qg
=% b -2 -b =% 0 -b -=b =% 0 -b -p
¢c t—c —-b-c -b t+b -b-c 0 t+b —-¢
=4 x_+bb :?lzbr4(2t+b)>0.

b)f=t, i=0. Este caso es simétrico al anterior.
o f=i=t

Q)= gpﬁ‘)

0 —-a —a
=£ -b a-b t-b
a
—-¢ l-c a-—c¢
6 H 0 —a
=—|-bh a-t -5
a
-¢ l—-a a-c¢
6 b a-

t
¢ ta =ft-a)yb+o)=LFH+c)?>0

I
ey

Hemos demostrado cada desigualdad de 3.1, completando la demostracion del teorema. B

12
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