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EL EQUILIBRIO COMPETITIVO 



La finalidad <le este trabajo es hacer una presentación didácticamente ütil y autocon~ 
tenida -a la vez que lógirnmente rigurosa- de la teoría del equilibrio competitiwJ, 
una presentación que pueda ser utilit.ada como apoyo en un curso a nívd de maestría 
o como una primcrn introducción al tema a nivel de iloctorado. El materia) es cono
cido, por lo que el único aporte <lcl l1 .-1l.xtjo consiste en el conjuntamicnto y ordena
miento del mismo, en un intento por simplificar las demostraciones, así como en una 
demostraci6n un tanto diforcntc de algunos resultados c.em.raks. Induyo una breve 
bibl!ogrnfía al final para beneficio de aqucHo.s lt:ctores que deseen profundiz.ar sobre 
el tema. L'.na exhausliva bibliografía se encuentra en Dcbrcu ( 1982) 

J O)RRESPONUENCIAS 

UnacoT1?spondenciaq;:S - T de unconjuntoS en unr.ortjunto TesunafuncióndeS en 
el conjunto potencia de T, P(T), que asigna a cada élementox de S un s:ubwnjunto no 
vacío \fl(X) en P( T). El grajo de una correspondencia ¡p es un subconjunto del producto 
cartesiano S x T definido por 

G(s,) ~ {(x,y) ES> Tly E '!'(x)}. 

Una correspondencia ,¡p; S ~ T asume 11alúrl!s convexos si Tes un espacio vectorial rc;il 
y q:,(x) es convexo ¡xtra todo x ES, 

DEFINICIÓN L l: Una correspondencia ¡p: S --+ T de un subconjunto de un espacio 
cudidcano S en un subconjunto de un espacio eudldcano T es s.emicontinua supe
riormente en el frunto x.i (1,cs) syss hay una vecindad de X¡¡ en fa que q, es acotada y se 
cumple la siguiente condición: sí (x,) es una seruenda en S que converge a X.1, (y~} es 
una secuencia en T que <:onverge a un punto y0 , y y8 E ¡p(x,) para todo k, entonces 
fv E i.r(x.,J ~ es ses sobre S si lo es en cada punto de S, De manera concisa: 

[(x,) ~ x.,, (y,) - Y•" y, E ~(x,)] "'° fy, E ~(x,,)]. 

LEMA 1.2: Si ¡p: S ...., T es una wrn:spmuí.1m.ria sf;;; en x E S entonces '-P(x) es compacto. 

Dcmostmci611: Se tlcnc <tue mostrar que ,p(x) es acotado y cerrado. Por definid6n de 
correspondencia ses, hay una vecindad V de x, en el espacio eudideano en que S está 
contenido, tal (tUC cp(V n S) e= u . ..,r~s cp(z) está acotarlo. Pero .p(x) s; ~V n S), por lo 
que 'P(x) también es acotado. Por lo demás, sea (yk) una secuencia arbitraria en cp(x} 
que couvc1-gc al Jfmite Yn, y considérese la secucnda que consta de x misma repetid¡,¡, 
(la cual converge trivialnwntc ax). Es inmediato que y0 E .p(x), con lo que se ve que 
.p(x) e~ cerrado también. O 

LEMA 1.3: Si ,;,,:S -----. '1: c.1 mw correspondencia ses para cada i "" 1, ... , n, entonces la 
wrrf..s/mnrlenda q,: S ___.,. T, definida por la u;tulici6n ¡p(x) ""' fr. 1 q>,(x}, donde T = fJ;-t T,, 
también es Jcs. 
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Demostración: Sea X1r un punto de S y (x,) una. .¡.n:uenda en S que converge a .~1 y 
{y,}""' (yfü ... ,}h) (yA, E T, parn i = 1 •... , n) una 1<cnu:nda en T, que cm1vt-rge a un 
puuto y,1 en T. tal que y; E .p(x¡). r-,.;otamos que por hipólesís ha}' una vednd~d \~ de 
x.i ('n la que q,, es acotada. Claramente la intersección V -, V1 n - - · n V,. es asimismo 
una vt·dndad de X<G y es fiídl vrc que {fes acotada en V. Así, 'iÓlo falt.1- demostrat· que 
y,¡ E 'fl(X1,). Noramos, en primer lugar, que cada una de las secuencias coordc1rndas 
tarnbit'l1 es convergente, <:onvcrgíendo Ja secuencia {y,i) al punto y,:, de '/~. Por lo 
<k:más, y,. E ¡p(:<.t) significa quf' y,,€ \f>,(x;) lo cual implica-puesto que i.p; es ses- que 
Y01 E q,,{x,i), Se concluye que )o"" (yQ,, ... ,yv,.) E TI;,; o/Jx,,)""' ;p{x,,), C 

DEFINJt:IÓN 1.4: Vna correspondencia q;,: S ___.. T eSa .wmicontinua injrriurmente en el 
punto Xn (sd) '-~S. para toda secuencia (xk) que converge al punto x.i en S y Jo E ífi(X.1), 
existe una s.ccucnc:ia (y,) que converge a J1, en T tal que y, E <;i(Xi) para Indo k. 'Pes sd 
sobre S si lo es en cada punto de S. Más mndsamente: 

[(x,) - "" y,, E'!'(",)]"" [existe (J,) tal que ((y,) - y,)' y, E .p(x,)J, 

DEFlNlt:IÓN 1.5: Una rorrespnrHkm:ia q,: S - Tes a:mtinu.a en rl punto x,, si 'f' es a la 
vez ses y sci en>.;,. La conespondcncia es continua robre S si lo es en rada punto de S. 

DEFINICIÓN L6: Un punto ftjo de una cnrrespondenda q,: S - S es un eJemcnlo 
x 0 ES tal que .t,i E lf'(X11 ). 

TEOREMA 1.7: (Kakurani). Si Se. wi :,,uhamju.nto no vatio, convexo y compru:11, il# un 
espacio euclideano, y q,: S -1 5! es una MWreJpvndenci.a semicontinua superiormente qne a:imme 
ooú.ms con,,eXáS, erw.mces if' tiene un jn1.ninfijo. 

Se omite la demo;1;1radón de este teorema debido a su compl<:jidad. 

COROLARIO 1,8: (Bn:1t1wer). Si S rs un Su/;(Qnjunto no vacín, ctmvexo y compacto de un 
espacio euclideano, y.f; S-+ Ses una función cantin~ entonces/ tifme un pnnt.o flJo. 

fkm05frati6n: Notamos, en primer Jugar, que sí .f es t:t.H1tínua entonces la correspon
de-oda 'f): S-,. S definida por <p(x) = {f(x)} es ses, de modQ que tiene un punto fijo Xi;. 

Es fikil ver que X¡¡ es un punto f"tjo de f tamblén, O 

2JtiT,C.OS 

De aquí en adelante, sean N ""' { l, . , . , n} y S = IT.'-i S,. 

DEFIN1C1ÓN 2. l; Un juego en forma e;lratégica es una estructura 

(S.,, .. , S,.f,, .. ,J;,) 

tal que 
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(1) 'rli e N, S, c-s un rnnjunto no \>acfo; 

(2) Vi f:- N ,J;: S -· lR. es wntinua en S y lineal en s,. 

DEFINICIÓN ~.2: lJn eq·uilibrio de CournotNas!t es un puntos· ES tal que, 'ii é N, .t; 
maximiza J,(x,. s,~-\J 

I.F.MA 2.3: (Weierstrass). &af:A. - , lR'. una fnucirJn donde A es un subcCttjunto áH R:''\ Si 
A es crm1fmclo y fes continua en A. entonces f tiene lun!o un minimD conw un máxim&. 

Demostraáón: Es sufü·iente que el rango de j, ranf, sea compacto pa1;1 que la función 
tenga tanto mínimo como mfiximo. En efecto, si ranf es acotado entonces tiene 
tanto no supremo r.omo un infirno; pero si ran / es cerrado entonces laks extremos 
penenecen a ran j y sou el máximo }' el mínimo de la función, 

Si ran/ no fuera ac.ma<lo, habría una secuencia estrictamente creciente (o dccn:
dente) (j(x1 ) de puntos de ran f tal que, parn todo r >O.existe un entero positivoN tal 
que, para todo k > N, if(x~)I > r. SJn emhargn, rnmo A e~ compacto, la se<:uencia {x4) 

tiene un::l subsecuencia convergente (X¡-) tal que, por la continuidad de/, la secuencia 
{f(x

1
)) convel"'ge a un punto Jü ;;;; f(xc,) de A. Esto quiere ded!"' que p,1,1J todo€ > O 

existe un entero positivo N tal que, para todo J > ,V, if{X¡1) - /(x1)j < e.. K-,to implica 
que la ser.ucnda no :se akj;_;i más. all.i de una distancia"- de /(x11), por lo que no pm:•(k
haher términos de la mi~ma mayores en valor absoluto que algún r especificado. E.ilo 
daramente conlradicc que para todo k > N, !f(xi)I > r, 

Más aun, si lv~) es una scc:ucnda <.·onvergente con límite ju en ran/, sea -como 
antes- {x.) una secuencia en A tal que y_, ""'j(x,J (k = 1, 2 •... ). Nuevamente, hay una 
subsecuencia (x,) de (x,) en A., que converge a tm punto X,i de A, tal que ) 1 = f(x¡). 
Como toda subsecuencia de una secuencia .-:onvcrgcntc converge al mismo límite, 
por la continuidad de/ el límite de (y1 ) es precisamente Jo = .f(:.:q) t¡m.: daramente 
pertenece a ran J, Esto establece que ran f es cerrado. D 

LE'.\-IA 2.4: ,\'i S, .... Sa rs una familia de subcoojuntos compactos de R"', entonces S = n,:1 S1 

es rnmf,acW. 

Ikm-Ostración.· Como S 1, ••• ,S., son acotados, existen puntos x., ... ,x., (x, ES,. para 
i = 1, ... , n) y bolas cerradas R(x;, r1 ) •••• , B(x,,, r.) centradas en X¡, .•• , x" y con radios 
Y¡, •. ,, r., respectivamente, tales que s, ~ B(x1, r,). Sea T "' [L;~¡ rn~-2 Y X -0 ·- (xi. ... x,.), 
Entonces es fácil ver que S ~ lJ(x, r). En efecto, si y = (}•1,,.. ,)'~) E S, entonces 
d(x,, y,)< r, $ r y, por ende, d(x,y) ~ ([d(x,,y, ))" + · · · + [d(x., y,)]')~ $ ¡,=:, r:]~ ~ r. 

Sea ahorn (x>) = (x,,,, • •, ,x,~) una seruenda convergente de puntos de S. Entonces la 
sccucnda(x,,) (i = 1, ... , n) converge a un puntox0, que estáenS, pmqucS, e:, n~rni.do. 
Luegn, el punto x,, "" (xu1, · •, .J:o .. ), que es el limite de la secuencia (x,) = (x.1• • • • ,x~ .. ), 
penenec<" a S, In cual c-slabkcc que Ses cerrado. O 

LEMA2.5: SiS = S1, ••,S. Ps unafhmüiade subconjumos convéXOSnovadesde R'", ffllonres 
f1~_ 1 S'., es convexo y no vado, 

Demostración: Sean x ""' (xi, ... , x~) y) = (;1,.,., y.) elementos arbitrarios de S. Si o E 
[O, lJ, t'stá claro que ax, +(l -a)yt e S, para indo i cc- l,.,., n. Por ende, a.x+(l - a.)y = 
(ru:1 +(l ···u._)y-..... ,«x.,-{1-a)y.,} E S. O 
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¿Qué tiene <1m: ver to© la discusión anterior acerca dt~ correspondendas y puntos 
fijos con la exis1cnda de equilibrios de juegos? La respuesta es que la existencia de 
tales equilibrios puede scr- vi:..ta como lae:<lstenda de puntos í'tjos de <:itTtas correspon
dencfas, En la demostración dd t-iguiente teorema vetemos como se csl:ahlece dicha 
existencia; por lo pronto es import:antt.· aprender a conceptuaH:rar los <:quiJibríos en 
l(:nninm de puntos fijos. F'jémouos en la.~ co1·respondencias µ..,:S -• S, definid;.1s por 
las condiciones 

µ,(s) ~ {x f· S, lf(.<,sN,,) ~ máxf(y,Svvl) 

Claramente, para cada i E N, v,, asigna a cada estrategia cm'.)unta s eJ conjunto de todas 
las estrategias del iéslmo jugador que maximizan su fundún de pagos o utilidad J;, 
dado que los otros jugadores escogieron las estrategias s ... '\i• Claramente, si definirnos 
la correspondenda µ.: S -- S mediante la condición 

jJ.(S), !J.,(s) X,·, Xµ,(>), 

entonces una estrategia conjunta s~ = (.~~, ... , s:) es un equilibrio de Cournot~Nash 
para el juego -si f(s;, s';.,-) = máxf(y, \~;,;) parn todo i E N; i.e. si$," E µ,{f') para t.ndo 
i E N. Esto es equivalente a decir que s· E µ.(s~) o -lo que es lo mismo- que s· es un 
punto fijo de µ.. En resumen, im equilibrin de CQUrnot-l•,lash para el juego (S1,J;)r(.N es un 
punto Jij·o á.e la corntspondent:1a µ cümo se dffiUW arriba. 

TEOREMA 2.6: (Nash). Si, para toM i E:: N, el ca,;junlo s,. es un subconjunto no vado, 
compacto y com.N!XO de im espa.tio euclídeo, y f. es una funr:iOn continua con valores n;ales sobre 
S qu.e es lineal en su ifsima variable, en-ümas et juego (S.,J,) tien.e un equilibrio, 

Demostraci6n: Para cada i E N. sea 

µ.;(s) = {x ES; 1/(x,s-v\,) = m;i.xf(y,sN\,)} 

y definase la corre9pnndcnda µ: S -- ,S' mediante la condición 

µ(s) ~ µ,(,) x,. • x µ.(s), 

Sólo hay que demostrar que µ. tiene un punto fl!o, para lo cual necesitamos usar el 
teorema de Kakutani. Por ende. es suficiente eSLablecer lo siguiente: 

( 1) S es un subconjunto no vacío y convexo de un espacio eudide-ano; 

(2) Ses (.:ompacto; 

(3) µ,, y por endeµ. es una correspondencia sc:s para todo i EN; 

(4) µ(s) es convexo para todos E S. 

Como Si, ... ,S,, son conjuntos convexos no va.íos, por el Lema 2.13 Ses convexo 
y no vado. Se sigue asimismo por el Lema 2.12 <1uc S es compacto, 

Para mostrar (3), sabemos por el Lema L:i que d producto cartesiano de corrcs
pondcndas ses es una correspondencia ses, por lo que °'ólo tenemos que demostra,· 
que µ., es una c:oncspondencia y que es ses para i arbitrario. Antes que nada, nota
mos que µ,h) es un Saubconjunto no vacío de S,, pues Ses compacto yj, es continua 
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en S. Sea pues X.1 un punto arhilr..trio de S, (x~) una sccm:nda en S que convergt' al 
límite Xi,, (y~) una secuencia en S, que converge a y0 , y supóngast· que y* E µ.,(xk) parn 
todo k. T,:rwmo5 que mostrru· qw.~ h;-1y un.a vecindad de x,1 en fa lJUe µ., es acotada y 
-además- que .Yo E µ.,(Xi1). Pero es obvio queµ, es acotada en cualquier vecindad de 
cualquier punto de S, pues el codo minio deµ,,, S, es compacto. Por lo demás, el hecho 
de que yi está en ;,t1(x1} implica quej,(y,, x,x\,) ?. f,(z, x,sv) para todo z E S,. F.,n el límite, 
J,(yi,,Xr,s\;) ~.f;(z, x,¡N\,), de modo que Jn E: J.11(x.). 

Finalmente, mustraremos que µ.1(s) es conve,iw paras E S arbitrario. Sean « y ¡, 
números no ncgalivos rnies que <x _,_ p = 1, y sean x.y E µ,(s). Entnm::1.:!'.> f,{x,$,._,\,) ""' 
fi('l,SN\!) =e má:x /,(s,.s,.\,) y tenemos •·--pue:.to qur. /, es lineal en el iésimo componente, 
J.(etx + ~y,.~,',\,) "' n(,(x, s,.,,,) + 13/(y, ss,,) a:a má.-xJ;(.,., ~-,,,\,) y se tiene que ax 1- l,3y E'.· µ.,(s). :J 

LE.\iA 2:7: (Berge) Sean X, Y subcanju.ntos de un espaáa euclüko,J: X x F ._ ~ una fandón 
continua y q,: X ....-. Y una cfYl'lF:>pandencia tambiin CQntinua. J::ntmu:es ú1, rarresporuúncia µ, 
áefinida por la condición 

p,(x) ~ {y E ,¡,(x) 1/(x,y) ~ máx ,,0.if (x, a)} 

e., semiwntinna superiormen.Je. 

Demostración: Notamos primero que por el Lema 1.2 4P(.t) es compacto para ludo 
x E X y por ende -gracias a su continuldad-f(x.y) asume un máximo con rcspcrto 
a y sobre tp(x}. Dado x E: X, sea l' una vcdmlad de x en la que w es acotada. i,r. 
q,(V n X)= U,évnx <,0(z) es acotada. Como µ.(x) <; lfl(x) para todo x E X, es inmediato 
que µ(V~,. X}= U,1::vnx µ.(z),;; if{l1 r.X) y por endeµ, es ac.:otada en la vecindad V de 
x. Sc.1 :ahora (x.) una secuenda que converge al punln Xo de X, (y ... ) una secuencia en 
Y que converge a Y.e tal que '!h E µ(x,) para todo k. Puesto que: ip es óKS, es inmediato 
que y0 E ¡p(xu), así que s6lo falta probar que f(xü,y) asume un máximo en y1,. Sea z0 

un elemento d<' r.p(xr-) tal tiue /(:4,. to) aa máx ,e-'J<~/(x.i, z) Dado que ip es sd. exi$te una 
secuencia {z,,) en Y que converge a z., tal que z. E <Pí'.x.) para todo k. 

Puesto que, para todo k, y, E µ.(x.) y z, E t{l(xk), se tiene que f(x1,,Ji) ? J(xh z,.). Por 
ende, en el límite,f(xo,Jn} ?- j(xQ, z:;) "" máx ,t:..,(,J(x..,, z) dada la continuidad de/. Se 
conduye que Yn E µ.(X¡¡). O 

Recuérdese que una fondón cuasicónrava j: S -. IR sobre un con junto convexo S 
es una función tal que/(ox+ (1- a)y) 2 mín (j(x)./IJ)). Sea A= Il .. ,.,A .. 

DEFINICIÓN 2.8; Un Aislrn,.,a social es una estructura 

1! = (Ah • • ., A.,, <f'• • • • • , 'Í'a,J. > " • ,J.) 

tal que, para todo i E N, 

(1) A., es un suhco,tjunto no vacío, compacto y Lonvr:)¡,_o de un espacio euclídeo; 

(2} -.r,: li •-4 A1 e,; continua, asume 1;-alores convexos y uo depende de la iésimn 
variable, de modo que >f,{a.,, .. ,a,,,,,,a~) = <;,1(,,,1, •• ,,a'.,,,,,a,.) para todo 
a,.a; E A,; 
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(3) J;:A-----> IR es continua en A y cuasicóncava con respecto a a,; 

(1) Dado cualquier a E A, i esrnge un elemento de 

µ,(a)= {y E íp;(a)IJ,(a,\'\,,y) = máx ,Ec,¡,,\a/,(aN\.,z)}. 

DEFINICIÓN 2.9: a• es un equilibrio del sistema social ~l si, para todo i E N, a; E µ,(a*); 
i.e. a* E µ(a•)= µ 1(a*) X··· X /J,n(a•). 

TEOREMA 2.10: Si, para todo i E N, el conjunto A, es 11:n suhcunjunto no vado, compacto 
y wnvexo de un @pacio euclídeo, f, es una función continua con valore.~ real@· sobre A que 
es n1asir:rinr:al!a en su iésima variable, y íp, es una correspondencia contin11a rle A en A, que 
asume valores convexm; enluru:es el sistema social (A,, íp,,f,),tc-N tiene un equilibrio. 

Demostración: Hay que demostrar que la correspondenda µ: A --. A, definida por la 
condición 

¡.<(a)~ ¡.<,(a) x • • • x µ,.,(a) 

tiene un punto rijo a*. Para aplicar el teorema de Kakutani, tenemos que estahlcn:r 
lo siguiente: 

(1) A = A1 x • • • x Aff es un subconjunto no vado y convexo de un espacio 
euclideano; 

(2) A es compacto; 

(3) µ,, y por endeµ, es una correspondencia ses para todo i EN; 

(4) µ(a) es convexo para todo a E A. 

Los incisos (1) y (2) se cstablct:cu dt· manera semejante a como se establecieron sus 
correspondientes en la demostración del teorema de Nash. Las novedades son que 
para probar (3) necesitamos hacer uso del lema de Berge y que las_[i son cuasicóncavas 
pero no necesariamente lineales en la iésima variable. 

Para probar (3), necesitamos notar lo siguiente: 

(3.1) Para cada i E N,f, puede ser vista (quizá con algunas permutaciones) 
como una funciónj;:A.v\i x A,-----> R; 

(3.2) para cada i, como íp;(a) es independiente de la iésima variable, podemos 
definir$,: AN\, --. A, mediante la condición 

para cualquier (a¡\·\.,a,) E A. Es fácil ver que$; es una correspondencia 
c.ontinua; 

(3.3) finalmente, como q,,(a) = 'V,(aN\,), se sigue que 

Los incisos (3. l )-(3.3) uH!juntamcnte con el lema de Derge implican que µ, es st·s. 
Finalmente, mostraremos que µ,(a) es convexo para a E A arbitrario. Sean u y [3 

números no negativos tales que a+ ~ = 1, y sean a,, b, E µ,(a). Entonces J,(aN\" a,) ::e 
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f(aN\¡, b,)-= máx ,,c.i,,cnA·\,l,(a,v\,, e,) y tenemos -puesto que_¡; es cuasicóncava en el iésimo 
componente, J,(a,v\,, cw, + ~h,) > mín (J.(aN\" a,),J,(aN\" b,)) = máx ,,f:.,, 10_,·\,f,(aN\,, c,), lo 
cual implica que eta,+ f3b, es un maximizador y por ende está en µ,(a). D 

'.\ UTILIDAD 

Decimos que un subconjunto S de un espacio euclideano es conexo si no existen con
juntos cerrados S1, S2 tales que S = S 1 u S2• Dados subconjuntos S, T de un espacio 
euclideano, decimos que Ses denso en T si la clausura de S, S, es igual a T. 

DEFINICIÓN 3.1: Una estructura de preferencias es un pa1· (A,.(;) tal que A es un sub
conjunto no vacío de un espacio euclideano, que satisfar.e los siguientes axiomas para 
todox,y,z E A: 

(1) x.(;yoy(;x 

( completud o conexidad de t,) 
(2) x ,(;y y y ,t z entonces x t, z 

(transitividad de t,). 

La relación de preferenda estdcta >- se define por la condición 'x >- y syss x ,(; y 
pero no y t, x'. La relación <le in<lifi..·rc1u:ia se define mediante la condición 'x ~ y syss 
xt,yyyt,x'. 

DEFINICIÓN 3.2: Un subconjunto D de un espacio (A, t,) es un orden denm en A syss, 
para r.ada par de elementos x, z E A tales que x >- z, existe un elemento y E D tal 
que x >- y >- z. Decimos que la relación es continua si, para todo x E A, los conjuntos 
{y E Aly t,x} y {y E Alx ,(.y} son cerrados. 

LEMA 3.3: Si Des un subconfunf.o de una estructura de preferencias (A, t,) que es denso en 
A, donde A es un subconjunto conexo de un e,Jpacio euclideano, y ,(; es continua, entonces D 
es un orden denso en A. 

Demostración: Sean x, z elementos de A tales que x >- z y considérese los conjuntos 
X""' {u E A I u t, x}, Z = (u E A I z t, -a}. X y 7, son cerrados, de modo que su unión 
también lo es y, además, X u Z 'FA porque A es conexo. 

Por otra parte, si no existiese y E:. 1J tal que x >- y >- z, entonces D sería un subcon
junto de X u Z. Pero esto es imposible, pues en ese caso la clausura D de D, que es 
igual a todo el espacio A, estaría contenirla en la clausura de X u Z, la cual es igual 
a X u Z mismo, contradiciendo lo dkho anteriormente, pues tanto X como 7. son 
cerrados. □ 

DEFINICIÓI\" 3.4: Sea (A,.(;) una estructura de preferencias. lJna función de utilidad 
para (A, t,) es una función]: A - IR que preserva la relación ,t, es decir, tal que, para 
todo x,y E A, 

j(X) ?_fl_y) <, X(; J· 
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En adelante, escribiremos {<c-----,x) = {y E .4 IY -< y}. (x. -) :... {)EA i x -< y}, (x,z).,,.. 
{y E A I x -< y -< z}, St (s 1, S;, , .. , ·'¡,• ..• } es una stTuenda, el rango del elemento ,,;p es d 
número p, i.e, la "poskión"" que ocupa en la scr·twm·ia. 

LEMA 3.5: Ssaf:A _.. R unajunci6n, donde A es un :mbt:rmftmto d1; un espacw euclidean4, 
Si ta imagm int!f:Ysa /~1((-00. r]) es un conjunto cerra® para cada r E Li, entonces _f és 
continua. 

Demostración: Mostr.1ré, ronsccutivamente, que (i) la hipótesis del lema implica que 
J-1(B) es cerrado para todo coqjunto cerrado B a;:; R; (ii)/ 1(B) e~ abierlo para todo 
conjunto abierto B ~ R; (iii} J l's continua. 

(i) Sea B G; R un C0{1junt.o cerrado. Entonces R \Bes abierto y por ende pt1cdc 'icr 
expresado como una unión de intervalos abiertos (a. b) en un conjunto l: 

R\B= LJ(a,h). 

Luego, B = n.-.,;}Et R\(a,h)y cada R:\(a,b) es de 1.t fonna (-oo,a]v[b.oo) con (a, b) E: l. 
Pero 

/h,=)-í)(r,oc], 
,--:;:, 

de modo que 
R \ (a,/,)=(-~,, a] \J (Í)(r, oo]) 

,::,;b 

y, así, 

/ '(B) = F'( íl l< \ (a,h)) 

~ n ((-'((-:<J,al)v nr'((r, oo])) 

que es claramente cerrado, 
(ii) Si B es un conjunto abierto en R, R \ B es cerrado y por (í) 1cncmos que 

/ '(R \ B) = A \/'(B) es abierto por ser/ '(B) cenado, 
(iíi) Finalmente, sea (al) una secuencia en A que converge a a,1 e- l'L Para E: > O 

lan pcqucúo como se tpllern, considere el intervalo abierto B(/(a,1), ~} centrado en 
f(a,,). Entonccsj por {H), V """f-1(Rif(a.1), ~}) es abierto en A y luego a,1 es un punto 
ínterior de V. Por ende, cxi¡.¡tc un ,8 > O tal que B(a,¡, 8) e V. Se sigue que, para algún 
entero positivo K, k > K implica a, E B(a:,, ó) y, por consiguiente,/(a,) E B(J(ao), E:). 
Se concluye que (j(a.)) -··• f(a0 ) y fes continua. 

TEOREMA 3.6: (Debreu), Si (A,;::.; es una estrtittura de preferencias numerable y A es un 
ordtti denso ro .41 entonces existe una función de utilidad sobre el ro~junto de Lm nU1nerus 
racionales en un int.cr11al,o awtado de números t?'akS. 

Dnnostnu:i6n: Sea F.: la familfa de las clases de indiferencia de elemcn10~ de A y sea 
fa, bJ un intervalo de rnímt'.ros reales con a< b, donde a y b son racionales. Vamos a 
construir una fondón v de E en d ;:ortjunto Q de todos los racionales en la, b]. Si E 
tiene una da.sé de elementos menos prcfi:::ddos x,,, sea v((x,,]) a. Si E tk'Ile una da.<ie 
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de elementos más preferidos x11 , sea 11(lx~J),,,., b, Extn.-tyendo de E estas dos dascs x" y 
.xp.. obtenemos el conjunto J!," el cual, puc.-;to que A es un orden denso, no tiene una 
clase de elementos máxima ú mínimamente preferido5, Esto implica también que E' 
es infinito numerable también. Pm ende, podemos escribir los elementos de R' como 
una lista (fxi], [x21, ... , (Xp],., ,), donde [x,,J denota Ia clase de equivalencia ric X¡,, 

Sea Q' el conjunto de lm radurmks eu [a, b] exduyendo a y b mismos. Como Q' es 
numerable, sus elcmcntos pueden ser puestos en una lista (ri. r7 , ••• , r1, •• • ). Seguimos 
cónstruycndo v, a:signándole a c-1da x1, en E' un elemento r

11
, de Q'. A la dase [x1] 1e 

asignamos('} elemento r,. Consideramos ahora la siguiente parlidón de A': 

Correlativamente, consideramos también la sigoierúe partición de Q': 

Q' ~ (a, r,) u {r,} v(r,,h). 

Claramente, como lx.J +' [x 1 l, x1 E ( ,--, ~'1) o x2 f (Xi,-➔}. Si x.1 E ( •····, x:}, lomamos el 
racional de menor rango r~ en {a, r1 ) y hacemos v{(x.11) = r,... Claram,:nte, v{[xJ) 
r,n < r1 ,:;;; v(fx11). Si z1 E (x 1,,,,,,,,. ), se procede aruilogamentc. 

Supóngase ahora que a las clases [x1],,,,, {ryJ se les han a6iguado los números 
r 1, ••• , rf,• y reordénense estas mismas clases en la secuencia [;¡], ... , ('v,.J, de modo 
que ;j -< y4 sij < k (j,k"" 1, ... ,p). Sean:;,,,, ,,.1µ lm n\l.mcfos rndonales tales que 
v([x,]) = s~ (k = 1, ... ,p). Consideramos ahora la partición de A' siguiente: 

A'~ (-,y,)v [),J u(y,,y,) v [y,] u, "v [y~,] v(l;.,,y,)v [j,1 v(l',, ··•). 

Consideramos asimismo la partición 

Q' =(a,.,,) u {s,} u (.1,,.,,) u{,,) v .. • v {s,-,) u (s,_,, s1) V {s1} 0 (s,, b). 

Si la dase [xP- 1) es tal que X¡,.: E (-,y 1}, escogemos el racional de menor rango r1,,.: 

en el intervalo (a,si) y hacemos v([x,,..;]) = r,.ei, Si x,... 1 E (Jp,-----. }, escogemos el racional 
de menor rango rv¡,,: en el inten>alo (sp,b) y hacemos v{[X¡,,iJ) = '1ri· Finalmente, si 
xr+ 1 E (y)'y,,) (j,k = I. .. , .p), escogemos el raciona) de menor rangor1,.. 1 cu d intervalo 
{srs,) y hacemos--•otra vez-v(íxt,-. 11) = i:,,,,,. Se ve que así definida v preserva la relación 
de preferencia entre las clases de e<Jui{alend.a y además, puesto que E' es un orden 
denso sin elementos máximos ni mínimos, que eventualmente cualquier racional en 
la lista (ri, r1, ••• , rq, .. . ) es asignado a una dase de indiferencia en E'. Se concluye 
entone.es que v es una biyccción entre lo~ elementos de E y los de Q o, lo que es lo 
mis.mú, que- la fondón u: A -. Q tal que u(x¡,) ,,. v{[Xp]) es una fondón de utilidad 
supraycdiva de A tiobre el conjunto de los racionales en el int<:rvalo [a,b], D 

Ocdmos que una relación de preferencia ;:;:: es dii/Jümmle ccnvexa en A syss dados 
u., f3, E ( O, 1 J tales que tt + j3 ""' 1, y elementos x, y de A t,ilcs que x t y, se tiene que 
ux+ f3y t,y, 
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TEOREMA ~t.7: SnJ (11, ;'J una estructura de prejmnátu. Si A f:,\ ·1n1 mbwnjunto conexo de 
un espacio eucl.ideatw y ~ es continua,, entonces existe una función de utilidwl mntinua u 
para (A, t:.). Má5 aun, si A. cJ convexr¡ y(: es t.Whilmrnle ronvexa, entonres u es cuasicóncaoo. 

Demostración: ScaD el subconjunto de lodos los puntos de A con coordenadas raciona~ 
ks. Este conjunto es denso en A y, por ende, es un orden denso en A. Por el teorema 
anterior, esto significa que existe una fondón de utilidad v: 1J ···➔ Q para la estructura 
{JJ, ;'.:) sobre el umjunw Q d•: los números racionales pertenecientes al intervalo l{t, h]. 
Definiremos una utilidad u para toda la estructura A, rnmo una extensíón de v. 

Si x E A, escribiremos X.;;; {y E D IY ;:j x} y X';;; {y E D¡x iy}. Sí x e::; un demento 
mínimo de A, lomamos u-(x}""' a~ si es un elemento máximo, hacemos u(x} = b. Para 
toda otra x E A, mostratcmos que sup,r(X'") = infv(X~) y escogeremosµ(;\;'.) como el 
valor común de este sup e inf, 

Por ddinidñn de supv(X,) e ínfu(X-"), es inmediato que supv(Xx) S ínfv(X'} Si 
sup v(X,J < lnf u(X') fuera el casn, habría nn número racional r en el intervalo {a. b) 
tal que supv(..K--) < r < ínf v(X') y, como u es sobre el cmüwuo Q de loll rncionales en 
dkho intervalo, también habría un z E D tal que ii(z)"" r. Esto implicaría que z E'. X, y 
z ~ X\ lo cual significaría que z ► x y x >- z, Jo cual implícaría a su vez que z >--- z. Esta 
contradicción muestra que suprJ(_X,) = inf' v(X'} La construcción exhibe claramente 
que u{x};;; v{x) sí x E D y que u preserva ia relación ;::,. 

Para demosn.u- que u es continua, basta probar que u 1((~00,c]} es cerrado para 
cada número real e, auJH1uc rn este caso hasta.rá mostrar que el1o es el caso para• 
en (a, b). ?',;otamos que ( -•oo,c] es la intersct,dón de todos los interv,tlos de la forma 
[-oo, r), donde,.:! cyr es un número racional en Q', que es u(D) sin su~ extremos, en 
caso dt> que los tuviere. Notamos también que la imagen inver!!a de una intersección 
de t..:ntjuntos es igual a la intersección de las imágenes. Así, si X,"" {x E A I u(x) s:;; r}, 
tenemos 

" n u''([-:,o, ,)) 
,.,,, 

>E<,( 

= n X, 

Ahora hicn, p.aracadar E Q', r ~ e, tómese un puntoxdeA talqueu(x) =< r. Entonces 

X,= {y E A u(yj S u(x)} 

= {y E ,1jx !:;y) 

Claramente, X, es cerrado, y por ende también lo es la intersección íl •,!• X,. 
rCQ' 

Por el teorema de Bolzano, como A. es conexo u{A} es un intervaJo con extremos 
n, b. F.sto~ t,>xtremos pertenecen a it(A) sólo si A tíene demento:<. mínímrn; y máximos, 

Finalmeme, para mos1rnr qm: u. es ruasícóncava, sean x,y elementos arbilrarius 
de A y cr, ~ números no negativos tales qm: a+ ~ = 1; .sin pérdida de generalidad 
podernos suponer que x ~ y, Claramente, u(y)""' min (u(x), u(y)), y además, como:::, 
es débilrnente convexa, tenemos ax + 13y ,t y o u( O.X + j3y) ;::: u(y) = mín ( n(x ), u(y) ). 
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4 ECOXOMÍAS l)f INTE.RCAMBIO I'URO 

Una economía de intercambio pum es una i.ituación en 1a que hay un número de com
pradores y vendedores potenciales, cada uno dotado inkialmcnlc con una cierta cesta 
de bienes y cierta función de utilidad. Un equilibrio para este tipo de ccnnnmfas es un 
sistema de pn·i:ios bajo los cuales el resultado de los intercambios es una asignadón 
que maximiza la utilidad de loíí agn1tes y que es factible, en el sentído de que la suma 
total de bienes poseídos por los ageníes no es mayor que 1a suma de las dotaciones 
iniciales. Estas economías se pueden 1·epresemar como sistemas sociales de cierto tipo 
y sus equilibrios como equilibrios de tales sistemas sociales. 

DEFINICIÓN 4.1: lln<t cuasiewrwmía de intl!rc.ambio puro es una estructura 

tal que 

( l) Para todo i E N \ n, X, es un subconjunto no vado, compacto y convexo del 
ortaulc no negativo Ü" de R"', La! tfU(: O E X,. 

(2) Parn l()(lo i E }1¡ \ n: (X,,(,,) es una estrnctura de pretet'endas í.al que C, es 
cuask.onvexa y continua. 

(3) Para todo i E N \ n j = I, ... , m: w, E X, y .existe x E X; con tan solo eJ j'ésim.o 
componente positivo ( l $ j :5. m.) tal que w, ..... x 2 w,. 

(4) P es el simplex unitario {(J11, ••• ,p.,,) E 11"' 1 z.:;;1 P; = l }. 

(5) d, la fondón de decisión, es una lündtSn de N x [11¿.., X, en L,c,v .Y(. 

LDviA 4.2: Sea ((X,. ~.::J,tN\,,, (w;);::t:\"• P. d) una cuasitronomÚJ de intercambio puro. Cada 
estructura de preferencia (X,.):) (i E N \ n) es representable mediante unafuruión de uúlidaá 
u, que es cuasicQ'l'J.Cava y continua. 

Dnafütraci/Jn: Como Xi e.<i convexo, se sigue que es también conexo, Además, por el 
axioma (2), !::':.i es débilmente convexa y continua. Por el teorema 3, 7 se desprende que 
existe una función de utilidad continua y cuasicóncava para {X,, t.). D 

D!tFlNlCIÓN 4.3: Sea {(X,. :C,),.;,¾\H {w,),1:.v\~• P, d) una ctrasieeonomía de intercambio 
puro. Parn cada i E N, w, es llamada la datación inicial del agente i. La (wlaciún inicial 
globfll es r;:;:/ w1 y es denotada por w. Dcfinimo1¡ el conjunto X de las asignaciones 
posibles como el producto cartesiano X1 x •··X X,, 1 X P. Para cada i EN\ n definimos 
la función de utilidad ampliada corno la función .f.: X __,. R, mediante la condición 
'};(xi, .. . x,,_ 1,p} = u,{x;) para todo x E X', J:(xi, ... x. i,/J} = p{r,:-/ x, -w ). Para cada 
i E N\ n, el amjunto .U Jáctibilidad para el agente i, darlo x =(Xi, ...• x,,_ 1,p), es definido 
como el conjunto de todos los bienes que puede comprar ron su dotación inidal w,, 
dados los precios p, i.e. 

<p,(e,) ~ {y E X, IPY <'. pw, }, 
Para el nésimn agente 'f'~(x} C½a simplcmcme P. Esto define una correspondencia 
,p,:X ----,. X, para cada agente i. Para cada agcnle i y asignación x"' {xi, ... ,x,.,..i.p), defi
nimos asimismo d cottjunto µ,(x) de todos los menús en X,, que puí"d<"n ser adquiridos 
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con el prcsupucslu pw,, y que a la vez maximizan la fundún de ulíli<lad del agente i, a 
saber, 

Finalmente, definirnos 

DEflNlClÓN 4,4: Puesto que el conjuntó de factibilidad cp,{x} solo depende del pre
cio que ocupe la última <oordenada de x, Le. ;p,(x;, ... ,...;,.._;,p) .pi(x1',.,.,x,, 1 ',p), 
podemos definir para cada sistema de precins p E P d conjunto 

. ' 
s(P)~ (¿<¡>,(x, .... ,x_,,p))-(w} 

M 

de todas las demandas agregadas excedentes dado p. 

LEMA 1.5: Para todn p E P, {(p) et. no 1mdo, wnvf:XO y compacto. 

Demostración: w, E..¡:,,(,'.!;') para cada ,i: E X porque al menos pw, $ pw, para todo p E P. 
Sean x, y E ,(p), o:. f!, E ( O. 1) tales que Q. .,- 13 = l. Entonces x = (xi + · · · x.--d - w, 
y = y1 + ... + y,.,,, 1 - w, con x,, y, E v;;(.y,. p ). Como ..p,(y,, p) es convexo para todo i E N \ i, 
tenemos que ax,+ i3J•, E ft),(y,.p) y por ende M + ~y E t(;b). {(P) es compacto po1·qul' 
~,(y,p) es compacto y la suma de conjuntos compactos es un Lorüunto compacto. □ 

DEFINICIÓN 4.6: Una umwmfo de i11Jmw.cmlno puro es una rnasicronomfa de intercam~ 
bío puro tal que d(i, x) f µ,(x) para todo (i, x) E N x X. 

Decimos que una relación de preferencia t definida sobre un subconjunto de un 
espacio eudideano X es monétona si x t, y siempre que x f;'. y. Es fa,ert.emf:túe mt1n,JttJ1w 

si x >- y siempre q1,1e x ~ y, 

TEORE.\siA 4.7: {Ley de Walras~ Sil.as prejetemWs son NW1uitonas., #l ualor rkl exce.so de 
demanda es igual a uro bajo euálqu.ier sistema de fr,P,cios; i,e. para tml.o p E P, p((p) ccc O, 

J)ema.,lración: Sí las preferencias son monótonas, cualquier agente preferirá las cestas 
más gcnern,;as, lo cual lo lleva a gastar todo su presupuestopw1• Asf, seaz = x1 t .. . +x,.. 1-

w E t(P ), con x, E <¡>c{y,, p ). Entonces p,:, ~ frw, y, por ende, pz ~ p [ i.:::,' x, - }.;;:,' w,] ~ O. 

:J 

COROLARIO 4,8: Si las prefmmcras son numótmws, la oferta es igual a la demanda para 
m - 1 bienes, y p.., > O, debe ser también igual para el mésimo bien. 

La demostración se dt;ja como <;jcrdcio al lector, 

DEFl'KICIÓ;"I; 4.9: Decimos que el bien j es atractivo si p, = O implica qm· z,(.p} > O 
(j= 1,,,.,m). 
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DEFIN'ICIÓN 4.1 O: Un equilibrio walrasiano o e,¡uilihrio competitivo para una economía 
de intercambio puro es una asignación x = (x1, , • , • x,,-1, p) tal que x E µ;(x ). 

COROLARIO 4.11: Si ha)' un exceso de oferta de algún lritrn m un t:lj1Lilibrio walmsiano, ese 
bien debe .,er gratuilo; i.e. si pes un equilibrw walrar.iano y :,(P) < O, entonces p., - O, 

La demoslnu.,iún st' deja como ejercicio al let:tm, 

COROLARIO 4.12: Si todos los bienes son atractives y pes un gquilihrio walrasiano entonces 
t(p) ~ (O}. 

La demostrad!'in s"~ deja t:omo ejercido at lector. 

TEOREMA 4, 13: Si ((X,, .t,),EN\n• {w,}¡..,,v,,,, P, d) es una economía de intercambio puro enton
ces {X1, , , , , X,., if 1, •••• i.p..,}i, .•. .j,.) es un sistema .rnciaL 

DemmtraCWn: Supóngase que ((X,, ;'.'.::,)11:N, (w,),E,\!w d) C!J. uua economía de intercambio 
puro. Tenemos que demostrar que fas correspondc:rn::ia11 y fondones q,, y j, satisfacen 
las condiciones definitorias de un sistema social (los cmtiuntos x; obviamente las 
satisfacen). Por el lema 4,2, Jas fundorn:s <le utilidad ampliada están bien definidas, 
son continuas y cuas!r:óncava., en la it'úma va.riable. Es fácil ver que también u., es 
continua y cnasícóncava. 

E.<i;tá daro que .p, (i E N) asurne valores <:onvexos para todo x E .\:1• Ri. füdl ver 
que no depende de la iésíma varíable, pues para i e N \ n. dcpen<k sólo del precio, 
mientras que paran ( el mercado) es constantemente igual a P. Para mostrar que es ses, 
notamos que ~,(Xi.,. Po1} es compacto para todo (x0, Pu} E X, y por ende hay una vecindad 
de Xo en la que es acotado, Sea (xi.p~) --+ (x.o,Pv) una secuencia en X y {y~) ___.. Yo una 
secuencia en X. tal que J• E q;,(xhp)). Esto significa que p.y. s; pAw, para todo k y por 
1o tanto, en el Hmilc, p,,y,, $ Puw,, de modo que J,1 E .p,(Xo,Pu). 

Para mostrar que es sd, supóngase ahora que hay una secuencia (x*'p1}--. (x..,P0) 
tal que el punto y0 cst:Á en ;p,(x.,,, Pn), Esto significa, desde luego, que P-0Y1 ::; p¡¡w,. Sí 
/J,1J., "' O, scsa (A,) una st'cuenda de números que converge a 1, y sea )'A = Ai,y4 • Entonces 
se Licnc {)'>) -+ J:, y, para k suficientemente grande. P~> ::':: P>w,. Tómense IO'< Ji pal'a 
fo"i que se cumple esta desigualdad y elementos arbitrarios de lf,{x>,Pd para los otros 
ks, parí;l construir una secuenda con las propiedades dei.eadas, Si p0y0 > O, definase 
una secuencia de números (A,) como sigue: 

si P•Yt> = O 
en otro i.:aw 

Sea asimismo (v.) la secuencia tal que y;= l\,yl!. Entonces (A.4)--. 1, {y1 ) --• y.i y además 
Yt E ,;,,{xhpt) para todo k. Se cnnduyc que q,, es una correspondencia contínua. 

Claramente. d(i, x) E µ,{x) de motlo que rambíén se cumple la ley de comport.;~ 
miento social. C 

COROLARJO 1.14: Existe un Pquilibt--io walrasi"ano para cualquier economía de intercamhio 
puro. 
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Demostración: Sea ~ = ((X,, 'r::,i),,.,,,\"' (w,),EN\~• P, d) una economía de intercambio puro, 
Por el teorema anterior {X:,,,,, X •• ¼Ji, ... , !fJ~,/1t .. , ,Ír) t's un sistema social, el cual 
tiene un equilibrio x· _ Este equilíbrio es un equilibrio walrasiano para la economía 
@. □ 

P01 una as1grtaci6n t<iable entendemos una asignación x 

--··' L-,~1 x, ""'w. 

DE.FINJCIÓN 4, 15: La asignación viable x = (x1, ••• , x~) es P;[icienle en rl sentido de Pareto 
si no existe otr:;t a5ignación viable y= (J; 1, .•• ,)',)talque y,>-.- x, para todo i E ,\T\n. x es 
ji,wrt.etmxr.te t:fiáente en elsentuln de Pareto si no eXlste otra asignación viable y = (y1, •••• J~) 
tal que y, C::, Xi para todo i f: N \ n y y1 >-1 xJ par.1 algún j E N \ n. 

TEOREMA 4. 16; Si las preferenrim s<m corninuas y monótonas en una ecO"rwmia de inter
cambia puro, 11ntmu-t'·.s una .asignacitJn viable esfuertemFnf,e eficiente en t<{ mitido de Pareto 
sys5 es trfi'ciente en el senUdo de Pareto, 

Demostmción: Supóngase que t, (~s rnntinua y monótona y sea Ü'1•,., ,Y4~1,p) cualquier 
asignación viable. Si x,,,. (x1,,,., "~-1, /1) es Íllí•1-tcrnc111c cfkicrnc en elscntido de Pareto 
(l'ESP) y y, ;::; x,. entonces debe ser que y, ~ x,; por ln tanto, no (:s <'l caso que y, >- x, 
para todo i; es decir, x es eficiente en el sentido de Pareto (ESP). 

Supóngase ahora que x es ESP pero no li'ESP. Entonces existe una asignación viable 
y tal que y, e:;, x, para tudo i y -y, ~

1 
~ para algtín j. Sea A un número infinitamente 

cerca <le L Entonces lcm::mrn, O<. Ay¡< Y; y /\yJ E X1; ademá~, y, >-J Xy1 >-: X; porque Ay; 
está infinitamente cerca de Yt y /::1 es rnntinua. Considérese ahora la asignación v tal 
que.:~= Xyí y 

para i :,::. j. ~ fácil ver que ves viable y ademas que V; ;-, X; para todo i E N \ n. Estu 
-contradice que x es ESP y por ende x también es FESP. C 

TEOREMA 4.17: {I Teorema del Bienestar). Tod-0 equilibrio walrasian.{) en el que todos los 
hienes son alrar:tivos PS eficiente en el sentido de Pareto. 

Demostración:: Sea x = (x:, , , , , x,,_1, p) un equilibrio walrasiano taL Entonces l:,(p) = {o} y 
por ende x es viable, Supóngase- que y= (y;, ... ,J,.~1,p) es también viable y que y,~, x: 
para algún i E N \ n. Entonces y, debe estar fuera det alcance presupuesta) de i pues, 
al ser un equ!Ubrín walra.;íano, x maximiZA la utílidarl de t-ada agente; luego, 

P( L J,) > P( ¿ w,). 
,f¡N\n ,CN\n 

Pero la viabUdad de y implka qtu,: 

Esta contradicción muestra que no t;:xistc i tal que y, ;-, x., esto es, que x es eficiente 
en el sentido de Pareto. O 
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LEMA 1.18; (Teorema dd hiperplano separador) Sean A y B dm ,11lhtonjuntos com,exos 
-rw uu.r:iw, de un espacio euclideano que no tie.tum /m,rdtJs en común. Entonces existe 1.m 1,ectur 
p tal qtu: px ?.: py fmm t(!(lo x E A y y E B. 

Se onrite la demost.rací(m de este lema debido a su compI~ji.dad. 

TEOREMA 4.19: (H Teorema del Bicncsl:arl Sea (x'.", ... ,x;_:,P') una asignación fmsitiva 
ejicient.e en el M:rUidn tk Pareto y sea w, = x; para todo i e N \ -n. Si las prPf-erencias .rnn 
moruJt.ontlS entone.es existe un precio r " P tal rrm: x· ""'(x: •... . x.~ 1,p·) es un equilibrio 
walrasiano.. 

Demrutnu:i6n: Mostraremo)'., (JUe existe un vector de predos p· tal que x· '""' 
(x';, ... , x;<, p·) es un equilibrio walra...,iano. Para ello. (Xmsideramos para cada i E N\ n 
el conjunto E1 de todas las cestas que son estrictamente preli::ridas por i ax;: 

C' - { ~ V 1 ' •¡ ,:.¡ ··· X ~,<1., 1Xr,X, , 

Sea F, la suma de todos estos conjumos: 

F.- LE,. 

E es convexo y no vacío porque la suma de cm~jumos convexos es convexa y ningún 
F; e.s vado dado que existe al menos un vector y. E X, tal que Y: > w,. Por lo demás. 
puesto que x• es eficiente en el sentido de ParclO, si w = :Z;ENü x;, entonces ninguna 
rcdistrihud6n de w puede mejorar a algún agente, de modo que w 1L A'. Por d k'.urema 
del hiperplano separador, existe un vector p 'T' O tal que, par.t todo y E E, 

py?;cp ¿.(. 

La estrategia de la demostración consiste en mostr.u, consecutivamente, los siguientes 
tres puntos: (i) p ~ O; {ii} para ct.ialquier i EN\ n, si X;:>--, x; entonces px, 2':": px;,: (üi) 
de hecho, tenemos la desigualrlad cslrkta px, > px;; siempre que x, x;. 

(í) Sea y un vector ruyas componentes son cero con excepdón de la jésima, p
1 

(j = 1, ... , m). Entonces ti)+ y E E por la monotonía de;!::,. Por ende, p(w +y):?:: pw, de 
donde py = p1y1 ?:'. O. ~tu implica que A 2 O. 

(ii} Supóngase que x1 ;,.--- xt para cualquier j E N \ N, Tomando un número A 
Jo sufidentemente cerca de l. vamos a redistribuir una parte de x, de modo que 
obtengamos una a.signadún que es preferible ax~ por todos los agentes. Sea y

1 
-" AX¡ 

y, parn n1<l;; i #- j, 

1-, 
y, ""x; + n - 2YJ• 
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(;arría de la Sienm / El equilibrio competitivo 

Por la monotonicidad de las prekn:ucias, y, >- x; para todo i E N \ n, de modo que 
y E K Luego, 

p[h1 +(1-,)x,+ ¿x;] =p ¿y, ,., i,aN\" 

?_p¿x: 

=P[x; > ¿x;]. 

Sustrayendo p L,~
1 
x; a ambos lados de la desigualdad, se sigue que px

1 
;:: px;. 

(iii) Supóngase nuevamente que X¡ >- x;· para cualquier_j EN\ n. Mostraremos que 
de hecho la anterior desigualdad es estricta. Por la argumentación anterior, sabemos 
que existe un A cercano a uno tal que AX; ;- ~• y tal que 

Si P'S fuera igual a px¡", como p '# O y x; es positivo, px¡" > O. Luego, si px, fuera igual a 
px¡", tendríamos que fix1-px¡' = O, lo cual es imposible, pues en tal caso se seguiría que 
p(Ax1) < px;. Esta contradicción muestra que px, > px;. Claramente, si normalizamos 
p para obtener r E P, la desigualdad se preserva. O 

5 ECONOMÍAS PRJVADAS CON PRODGCCIÓN 

Supondremos que hay m consumidores en la economía, denotados por el índice i y 
representados por los primeros m números enteros positivos. Supondremos también 
que hay n productores, denotados por d índice j y representados por los enteros 
positivos m + I, ... , m + n. El "mercado" será considerado asimismo como un agente, 
representado por el entero positivo m + n + 1. Tanto los consumidores, como los 
productores y el mercado, serán llamados agentes, de manera que hay en total m+n+ 1 
agentes en la economía. El conjunto de los consumidores será denotado por M, el de 
los productores por N, y el de todos los agentes por I. 

Suponemos que hay l (tipos de) mercancías en la economía, denotados por el índice 
h. Cada tipo de mercancía es un bien o un servicio (incluyendo por lo tanto los gastos 
de trabajo), ubicado en un lugar y en un tiempo determinados. Cada consumidor i 
tiene que escoger un menú o cesta de consumo en un conjunto de posibles cestas X,, 
el cual es naturalmente un subconjunto del espacio R1 de mercancías. Asimismo, cada 
productor j debe escoger su proceso productivo en un conjunto ½, el cual también 
es un subconjunto del espacio de mercancías R1• Si x, E X,, las coordenadas positivas 
de x1 representan las cantidades de mercancías que el agente i consumiría si adoptase 
la decisión de tomar X; como su menú de consumo; las coordenadas negativas repre
sentan el número de horas de trabajo que el agente i tendría que laborar en ciertos 
oficios si adoptara tal menú. Si y, E }'.., las coordenadas positivas de y1 representan las 
cantidades de productos o outputs netos que el productor j tendría que producir si 
decidiera adoptar el plan <le producción y1 ; las coordenadas negativas representan las 
cantidades de insumos o inpul.s netos, incluyendo el trabajo. 
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Recordemos que Ja adídón de dos conjuntos de vectores V, W ( de la misma 
dimensión). denotada por V 1 W, es la familia de torfas las sun~s de sus elemen
tos, definida por la ecuación; 

V+ W-c: {v+w[vE 'Vy w E W}, 

La resta de V - W se define como la suma V+ (-W), donde 

-w-(-wlwEW). 

Se define ínductivamcnlc fa adición L~ª1 V, de K conjuntos de vectores (de Ja mfama 
dimcm,ióu}, a iraher: si K ,.,., l, entonces L:1 V, es igual a V:; si K > I entonces L~. V, 
es igual a C[::i V.) + V~. 

De aquí en adelante, X denotará la suma L,EM X, y l' denotará la suma Í:ii::.v Yi. Con 
estos elementos conceptuales podemos proceder ahora a ímmdudr nuestra primera 
definid(m, 

DEFINICIÓN 5.1: Una m:momia potencial de propiedad t,riuada es una estructura 

tal que 

(1) Par~ todo i E Af, X, es un subconjunto cerrado y convexo de R1 que está 
inferiormente acotado; es decir, existe un vector v, tal que v, ;;;; x, para todo 
x, E X,. 

(2) Para todo i E M, (X, t,1} es una estructura de preferencias tal que es cuasi-
convcxa, continua, y carece de punto de saturación; es decir, no hay un vector 
x, E X, r-al que x, ,- x; para todo x; E X,. 

(3) Para todo i E M, w, E X, y, para algún x1 E X1, x1 < w,. 

(4) Para todo i E M y j EN, 0~ e~ un número real no negativo; más aun, para 
ntda j E ,1\l, Í:,;:M 0,1 "" L 

(5) Para tocio j E N, Y; es un subconjunto compacto y convexo rle R1 que contiene 
al vector O. 

(G) Y n fil= {O}; es decir, nu puede ffilber ningún output neto en la producción 
;::igrcg-,1da sin que haya a] menos algún ínput neto de trabajo. 

(7) Y n (-Y}= {O}; es decir, la producción es irn;:vcr.siblc, 

(8) Pes el símplex unitario {(;J¡. ... ,/11) E U'' E:~ p;, = l}. 

(9) d, la función de dcdsión, es una función de I x (n,EM x,) x (ni-M }~) x P) en 

(u,,, x,) V (U"w,;) u p 
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Un estado de la economía es un (m + n}tuplo ordenado ((x,), (y¡), p) <le clcrncn1u,- tle 
R1, t·l cual es una asignación posible de menú$ de comumo (x,) a los consumidores, de 
protlun:iones {y_,) a los productores y de un precio p por el mercado. Esta posibilidad 
,;e debe entender en un sentido muy abstracto, como una asignación Imaginable pem 
qui& irrealizable. Dado un estado ((x.), (y1),p), la demanda neta dete1minada por el 
mismo es la diferencia x - y, donde x =: L,~M x, y y "" L,c•~' y1• La demanda ex.cedente 
es z ,,,. x - y - w, de modo que el conjunto de todas la's demandas excedentes es 
Z X - Y - {w}, donde w =: E,Et,1 w,. Un equilibrio de mercado es un estado de la 
economía cuya demanda excedente es igual o menor que O. Denotamos con ~« el 
conjunto de todos los equilibrios de mercado. 

A diferencia de los estados. q1.te permiten asignaciones realmente imposibles para 
los agentes, un esta.de realizable es uno que es realmente posible, en el sentido de que 
x, E X, para todo i, y1 E }'; para todo j, y x- y ;f w. Es decir, x, es un consumo factible 
para el agente i, Y; es una producción factible para j, y ((x, ), (v1 ), p) es un equilibrio de 
mercado. El conjunto de todos los estados realizables es denotado por A. Es fácil ver 
que 

J! ••· ((IJx,) X (ni;)) n.,\( 
,¿lf ,'¡¡N 

Decimos que un menú de consumo x, para eJ iésJmo consumidor es reaiiwbl.e si 
existe un estado realizable cuyo componente correspondiente a ese consumidor es x,. 
El <:onjunto de todos Jos consumos realizables dél agente i es llamado su crmfuntn de 
mnsumo rr?alizable y es denotado por X;. 

LEMA 5.2: Sea ({X,, ::':,),cll, (w,),,;.:,v., (8,;)(,~JEMx.v, (}~);i;.N, P, d) -una eco-nomút-potencial de pm
piedad privad~ Cada eJl11v;tura de preferencia {X .• t) ( i E M) es representable medianu una 

función de utilidad u, que es cuasictmcava y continua. 

Demostración: Como X1 es convexo, se sigue qne es también conexo. Además, por el 
axioma (2), ;::, es débilmente convexa y continua, Por cJ teorema 3.7 fisé <lc'iprcnde que 
existe una func:ión de utilidad continua y cuaskóncava para (X,, tJ D 

DEFINICIÓN 5.3: Se dice que el i.ístema de vectorc:, (x;, ... ,x:,y\, .. , ,y:,p·) es un 
equilibrio competitivo syss satisface las siguientes wndídoncs: para todo i E M y j EN: 

(1) x; maximizau;{x,)sobre 

{x, EX,¡p•x, $fr'w,+máx [o,¿O,p-y;]}. 

(2) yj maximiza p-y, sobre el conjunto ~. 

(3) p· E P y maximiza p,• sobre Z 

( 4 ¡ ,· :;;. o r r,· ~ o. 

'" 

La ex.presión máx r O, Í:
1

,-,;x 0,,ry;] es necesana para garantizar que el conjunto {x, E 

X, 1 p·x, ~ rw, + rnáx 1o, r.:J'li'• 01rY;l} está definido jRlr.l todos los e:itados posíbles. 
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TEOREMA 5.4: .V.U @: = ((X,, ~),.,14 , (w,),0 ,. {O'f}1•1%M,.,t.• ( ½)1;:x, P, d} una eccnomia, y sea 
@ = {cX,,,t,),1c"',(z1'l,)i,,:.,H(8J);,,a),:;MxN,(i,;),EN,P,d) la ecu,wmta que rerulta dé sustituir los 
wr1;juntos X, pnr les conj'mifos de ronsunws n::aJ,.izahlts X,, Entonces (x~, ... , x;,y; •... ,y:,p·} 
es un f!(fltililrrio compnitivo para\~ s_yss (x;, .. ,, x,:,y;,.,, ,y,:, p•) es un equilibrio competitivo 
para@', 

De-mostmci6n: Supóngase, primero, que ((x; ), (,y
1
• }, p-) es un equilibrio competitivo parn 

@. & inmediato, por !í,3(1 ){2)(4 ), <¡uc {(x,'), (y;),p-) es un estado realizable y, por ende, 
que x; E X,. Pero si x;· sati.;ifao: la condición 5.3( l ), como X, contiene a X,, a fartüffi la 
sigue iral isfacícndo si en dla smtltuímos X, por X,, 

Supóngase ahora que ((x,~),\Yt),P'"} es un ct¡uilibrfo compedtivo para@, pero que 
x; no satisface 5.3( l) para cualquier i . .E.ntünces existe un vcclor X, E X, que si lo 
hm:e. En tal caso, por virtud del argumento anterior, ((X,), (yn,r) es un equilibrio 
competitivo para X,, con X, ,- x;, lo cual contradice que ( {x,* ), <y;), p•) es un equilibrio 

competitivo para @. Se sigue que x; salisface 5,3( 1) y, por ende, ( (x,' ), <y;), p•) es un 
equilibrio c.ornpctit.ivo para@-.~ 

DEFINICIÓN 5.5: Sea (e= ((X,,t,,),EM,(w,),EM•(0")1,;ie,•,r,,..,{f;)1EV,P,d) una economía 
p<>tC'ndal de propícdarl privada. El JÍStrnuJ. sm.'Íal pvtenci.ú as1Jeiado a@ es la estructura 

definida como sigue, donde S = X1 x · · · x X,. x Y1 x , · · x r: x P: 

(l) ParaiEMys~(x., ... ,x.,y,,. . .,y,,p)ES, 

~,(,•) = {x, E X, j»:.;::::: /1w, +- máx [o, L O']f)y/ }-

(2) ParajENys~(x,, .... ,x.,y,, ... ,y.,p)ES, 

<P,(s) ~ l'.-

(3) Para, ES, <P •• ,ds) ~ P. 

(4) Para i E lvf. y so;; (x1, ••• ,x.,,y1, ... ,y,,_,p} ES, 

/(s) ~ u,(x,), 

(5) ParajENys=(xi,.,.,x .. ,yi. ... ,y.,,p)ES, 

J;(.,) ~ PYJ• 

(6) Parn ., E S,f,.,.,(s) ~ p,. 

¡>FN 

Definimos: la función de bcnefidos máximos 7r;:P ~ R, como la fondón que 
asigna a cada p E P, d máximo beneficio posible para el productor j dado el sistema 
de precios p; i..e. 'Tt¡ = máx ,;c•,PYr 
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DEFINICIÓN 5.6: Sea (E una economía potencial de propiedad privada y 5 = 
(Xi, ... , Xm, Y1, ••• , Yn, P, !.pi, ... , !flm•~+i,Ji, ... ,j~,n, 1) el sistema social potencial asociado 
a ella. Para cada agente~ E /dela economía potencial y estados de la misma definimos 
su cunjunlu de acciones óptimas, µ,(s), del siguiente modo: 

(1) Para i e-:: M y s E: S sea µ,(s) el co1~jun10 

{ x, E <p,(s) 1 u,(x,) = máx '¡E'l',<•Ju,(x;)} 

(2) Paraj EN y s = (x,y,p) ES, sea µ¡(.5) el cortjunto 

{y, E i; IPY, = ",(p)}. 

(~) Para el mercado, dados= (x,y,p) ES, sea µ.,." 11 (s) el cm~jun!.o 

{p' E P lp'z = máx ~E,,qz}. 

El conjunto global de acciones ó/1timas dado s E S es 

µ.(.,) = rr µ.e(.,). 
,El 

DEFINICIÓN 5. 7: Una economía de propiedad privada es una economía potencial de 
propiedad privada tal que d(~,s) E µc(s) para todo (~,s) E/ x S. 

LEMA 5.8: Para todo /1 E P, pw, > mín x,f:X;/lX,. 

Demostración: Por el axioma 3, existen menús de consumo X, E X, tales que X; < w,. 
Dado que O E ~ y ~ es convexo para todo j, podemos encontrar ); E J-; tales que 
L,EMX, + L;ENj, S w. Esto implica que ((X;),(j1)) es factible y, por ende, X; E X,. 
Claramente, pw, > pX, ~ mín x,,c.x_px,. □ 
TEOREMA 5.9: Sea (f una economía potencial de propiedad privada y S su sistema sofial 
potencial asociado. Si (.f es en efecto una economía de propiedad privada, entonces S 
(X1, ••• , X.,, Y1, ••• , Yn, P, <p.,f./ es un sistema social. 

Demoslradón: Tenemos que probar que i$ = (X1, ••• , X,,,, Y1, ••• , Yn, P, <p.,f.} es un sistema 
social. 

Por hipótesis, los conjuntos Y, y P son no vacíos, compactos y convexos. Para cual
quier X; E X; tenemos, por la definición de X,, que para todo i' +- i y j E N existen 
consumos X; y producciones YJ tales que 

V, ~ X, ~ y - L x,, + w. 
,,~, 

Puesto que x,, ~ v,,, se sigue que 

v, ~ x,. ~y- Lv,, +w. 
,,~, 
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.Ahora bien, como el conjunto de rodm los vectores <le la forma y - L,,,., v,, ,,,. w es 
acotado, pues los coqjuntos Yj son acotados, ::.:::_ sigue que X; es acotado para ~xlo 
i E M. Es tadl ver qm· w, E X,, de modo que X, .t. 0; también es üidl Vl.T que x; es 
cerrado y convexo. 

Para probar que 4', es contimm, mosrraremos que es ses y sci. Como ¡p, es cons• 
tantemente igual a los cru~junws }~ y P para~ E J \ M, es obvio que es rnnt.inua en 
estos casos. Si t = i E Af y s E S'. es fácil ver que el conjunto de Lodos 101:, vec.:tores que 
sati<.facen Ja desi.guaidatl 

px, :::'. pw,+ máx [o,¿e,¡py,J 
¡GN 

es acotado, Com:idérese ahora w1a secuencia (s,.} t·11 S que converge as,,, una secuencia 
(x~,) en X, que converge ax,, y supóngase que x,., E q,,(s,) para todo k. Esto significa 
que 

p;X\, s PiUI, + max [o, L 8;¡P•Ji1] 
;'EN 

para todo k. Así, en el lúnite, 

p,v:,¡ '.S'. fil)W, ..,-- máx [o, Í: 8.JioJ;;¡:, 
;EV 

y por ende x, E ip;(s,1}, 
Considérese ahora una secuencia (si) en S que converg'C a s,i y mpóugase que x, E 

q,,(s¡¡}. Sea r1. = P1.W1 + má.x [o, L¡
0

,.. 0,
1
piyi:], Cunfonne (st) ---+ Su, (p,) -+ p¡¡ y (r,;) -+ rn, 

Como x, E q:,,(s,;), tenemos Po:<, ::f: r0• 

Si p,;x, < r0 , entonces p.x; < Tt para todo k suficientemente ¡:;randc. Constníyase fo 
secuenda(x,.,) con elementos de arbitrarios de (fi1(.5A) (el cual es no vacío, pues al menos 
m, E q>,(st) para todo k), pero a partir de una k lo suficientemente grande sea x.i, = x, 

parn todo k. " 
Si p,:,-", "" r,;, tónK~e un x; E X, tal que Pnx'. < pw, ~ ·re, Parak suficientemente grande, 

p,x; < r~. Para A E (O, 1) svíidcntcmentt' pequeña, 

de modo que AX;+ ( 1 A)x; E ¡p,(-~,,). 
Sea 

A>= mfn p, (r,. -- pp;;)l(pp;, -p~x:)l 

Entonces, para k suficientemente grnnd<:\ A;- > O y 

Además. como (!\,;) ---+ l, 
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Esto estahlcfc qu<' q¡, es st:i para todo i E .M, 
Finalmcnlc, es f3.d! ver que las funciones f.. (1. € J) son continuas y cuasicóncava~. 

l ,a ley !imdamental de un sistema social se ,eumpte por virtud de la definidón de 
cconumia de propiedad privada. O 

TEORL\tA 5, 10: Sea /J'.- uná ¡,r,orwr1tia de propiedad priwvla y Z su sistema social asoá<uio. 
Enitmces s~ = {xj. , , . , x;,y¡, . , , • y;. p~) ~ un tquüibric compttitioo para \S syss s~ ts un 
equilibrio dei sL\temo saciul e,, 

Dema,;tmcimt: Si.~~ e¡., uu rquililnío rnmpetitivo para @, las propiedades del equilibrio 
compdilívo implic,:;m de inmediato que se satisface las condiciones 5.6(1)(2)(~). por 
lo que 5~ E µ.(s·). La conversa es igualmente obvia, C 

TEOREMA 5. l J: Si :S es el sistema social n.wJr.irulu a u,nr; u:onamÚl de propinla4 pri1-1ada, 
entonces existe un equilibrio de 

Dtmostración: Se deduce inmediatamente de la existencia de equilibrios parn sistcma8 
sociales (~.10). O 

TEOREMA 5, 12: Existe un equilibrio competitivo para una ewnomia de prr,piedaá privada, 

DenwstrociOO: Sea ~ es una economía de propiedad privada y consideremos la eco
nomía @, así como el sistema social§ asociado a esta e<:onomía. Por el teorema 5.11, 
8 tiene un equilibrio s". Por el teorema 5.10, s· es un equilibrio competitivo para ~
Por el teorema 5.1 s'' es asimismo un equilibrio competitivo para <f. O 

DEFrNiCJÓN 7U.3: Un estado realizable ((x,), ()11)) es eficiente en el sentido de Parcto 
sí no existe mm estado n~afr1.ahlc ((X:), <Y;)) tal que x; >-- x, para todo i E M. 

TEOREMA 5.14: (I Teorema del Bienestar~ Si ({>;). (y,), p) eJ un equilibrW cvmpetitivo, 
entonces ((x,}, (1,}) es efiCWnlf en el sen.tido de Pareto. 

Demostración: Supóngase que ((x,), \_'V})) no es ESP y sea (x;), (y;)) un estado realizable 
tal que x; >--- x, para todo i. Entonces. puesto que los consumidores están maximizando 
su utilidad, el estado {x;'}, (y;)) debe rebasar las capacidades presupueuarias de los 
agentes; es dedr, para cada i E M. 

p,¿_ > pw, + I: o,py,. 
j&N 

Sum,mdo las Mignacíones de los consumidores y considerando que L,sw 6,1 = 1, 
tenemos 

ahora bk1t como ((x;), {Y;}) es un equilibrio de mercado, 
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de modo que sustituyendo en la ecuación anterior tenemos 

P[¿y;+ ¿w,] > ¿pw,+ ¿py,, 
¡•(.N ,fc,U ,c:_,\.f ,(c.W 

lo cual implica que la ganancia agregada de los procesos de producción (yj) es mayor 
que hi de los pron-sos (y,) b:c~jo los precios p: 

¿_py; > ¿_py,. 

Esto contradice la hipótesis de que ((x,), (y1 ),p) es un equilibrio competitivo y, por 
ende, se establece que ((x,), (y)) es ESP. D 

TEOREMA 5.15: (ll Teorema del Bienestar). Sea ((x;), (y;)) un estado realizable eficiente 
en el sentido de Pareto y sea w, = x; para todo i E' M. Si las preferencias son monótonas 
entonces existe un sistema de precios p- E P tal que ( (x,• ), (y/), p-) es un equilibrio walrasiano. 

Demostración: Para cada i E M, sea E, el conjunto de todas las cestas que son estricta
mente preferidas por i a x;: 

E,= {x, E X,lx, >-, x,'}, 

sea J<; = L,EM .t.·;, y sea V el co11junto de todas las cestas agregadas viables: 

V= {w+ ¿_y11y, E Y¡}. 
JEN 

Es fácil ver que tanto E como V son convexos y, además, puesto que los consumos 
agregados en E son inviables porque ( (x,* ), (y;)) es ESP, E y V no tiene elementos en 
común. Luego, por el teorema del hiperplano separador (lema 4.18), existe un vector 
p tal que pz ~ pz' para todo z E E y z' E V. Un argumento análogo al que se provee 
en la demostración del teorema 4.19 establece el resultado buscado. O 
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