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Introduccion 1

Introduccion

En los dltimos quince afios se ha venido incrementando el interés por realizar una adecuada
administracion del riesgo de crédito, fomentada por los cambios profundos que comenz6 a
sufrir el mercado a principio de la decada de los ochentas, entre los que se encuentran las
pérdidas sin antecedentes sufridas en los mercados de bonos corporativos en Estados
Unidos. Dicho interés ha contribuido, entre otras cosas, al desarrollo de nuevas técnicas de
valuaciéon y administracion del riesgo, a la compilacion de bases de datos completas y
confiables, asi como al desarrollo de enfoques de portafolio dentro de la teoria de crédito.

A pesar de los avances obtenidos en materia de riesgo crediticio, todavia existen
cuestiones muy importantes inherentes a este mercado que han sido poco estudiadas. Los
distintos paradigmas de medicion del riesgo empleados en la actualidad, cuyo interés se ha
enfocado principalmente en encontrar la distribucion de pérdidas lo mas apegado posible a

la realidad, han descuidado involuntariamente algunas de las cuestiones mas importantes
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que giran en torno al riesgo de crédito, como son el caso de la concentracion y de la
relacion riesgo-rendimiento de crédito. Esta ultima de suma importancia para los agentes
crediticios, que buscan, como cualquier otro inversionista, minimizar su riesgo y ser
competitivos en un mundo cada vez mas global.

En un intento por estudiar algunos de estos factores poco tratados del riesgo de
crédito, Marquez, J. y Lopez, C. (1999) plantearon el paradigma de medicion del riesgo de
crédito denominado Concentration Risk in Bank Loan Portfolio’s que, a juzgar por la
literatura revisada, parece ser el Unico en ofrecer una expresion cerrada para la distribucion
de probabilidad de las pérdidas, propiedad que le permite observar explicita y aisladamente
algunos de los componentes del riesgo de crédito.

Partiendo de la distribucion de las pérdidas derivada por dichos autores, el objetivo
del presente trabajo es estudiar la relacion explicita que existe entre el rendimiento
esperado y el riesgo relevante de los créditos. Relacion que nos permitird acceder a un
esquema integral riesgo-rendimiento de crédito y asi nos ayudara a ahondar en uno de los
aspectos mas importantes y poco estudiados del riesgo de crédito.

Como primer paso, se desarrolla un modelo de seleccion de cartera de crédito para
un banco que acta de manera individual, en el que el banco encuentra el portafolio de
crédito que maximiza su utilidad dentro de un conjunto eficiente de alternativas de
inversion. El resultado que arroja este modelo es una ecuacion para las proporciones
eficientes de inversion de una cartera de crédito, que permite a los bancos determinar la
composicion de su cartera de crédito y su fondeo de manera simultanea. En dicha
ecuacion, las proporciones eficientes de inversion de los bancos dependen del rendimiento

esperado de los créditos, de sus probabilidades de incumplimiento y de la matriz de
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varianza-covarianza de estas ultimas, asi como del nivel de confianza elegido por el banco
para medir las pérdidas.

Posteriormente, haciendo el supuesto de que todos los bancos actian de la misma
manera y que todos ellos buscan maximizar su utilidad, fue posible derivar un modelo de
equilibrio general que permite determinar la medida de riesgo relevante para cualquier
cartera de crédito del mercado y la relacion que guarda dicho riesgo con el rendimiento
esperado y el precio de los créditos.

Segun este ultimo modelo, el riesgo relevante para determinar el rendimiento de
una cartera de crédito resulta no ser el valor en riesgo total de dicha cartera, sino el
riesgo conformado por el impago esperado de la misma y por el riesgo sistémico. Este
ultimo proveniente de la sensibilidad del impago de la cartera al incumplimiento del
mercado.

Una de las bondades del modelo es que permite observar la relacion entre el precio
de ambas fuentes de riesgo. Particularmente muestra que la compensacion, en términos de
rendimiento esperado, por incurrir en una unidad mas de impago esperado debe ser mayor
gue la compensacion por incurrir en una unidad mas de riesgo sistémico.

Empleando la relacion encontrada entre el riesgo relevante y el rendimiento
esperado de los créditos, posteriormente fue derivada una ecuacion para el calculo del pago
esperado de un crédito, el cual depende de la tasa libre de riesgo, de su impago esperado y
de su riesgo sistémico, ademés del nivel de confianza elegido para medir el valor en riesgo.

En contraste con la mayoria de los paradigmas empleados para la medicion del
riesgo de crédito, el modelo no tiene como limitante los recursos de cdmputo disponibles,

debido a que su implementacion se realiza a través de operaciones matriciales
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relativamente sencillas, como puede corroborarse en el apéndice 3.3. donde se presenta el
algoritmo para el calculo del MAPCB en Matlab6. Debido a que la informacion requerida
por el modelo se considera confidencial en la mayoria de las ocasiones, la corroboracion
empirica del modelo se ha dejado a los agentes crediticios, asi como a los reguladores
financieros que se encuentren interesados en acceder a un esquema integral riesgo-
rendimiento de credito.

El presente trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera. En el primer
capitulo se narra brevemente la historia del riesgo de crédito, asi como de su medicion,
desde sus primeros registros que datan de la antigua Babilonia hasta los ultimos afios. En el
capitulo 2 se plantea el problema individual de seleccion de cartera, en el esquema
rendimiento esperado-valor en riesgo, que enfrenta un banco. Se comienza haciendo el
supuesto de la no existencia de una tasa libre de riesgo a la que un banco puede prestar y
pedir prestado. Posteriormente se relaja dicho supuesto y se observan sus implicaciones
sobre la teoria de portafolio. En el Gltimo capitulo, se deriva el modelo de asignacién de
precios de crédito bancario, que permite determinar la medida de riesgo relevante para
cualquier cartera de crédito y la relacion que guarda dicho riesgo con el rendimiento

esperado y el precio de los créditos.
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Capitulo 1. El Riesgo de Crédito y su Medicién

El riesgo de crédito es la forma de riesgo mas antigua que existe en los mercados
financieros y tiene su origen en el préstamo mismo, cuyos primeros registros datan del
Codigo Hammurabi (1800 a.c.) de la antigua Babilonia. En sus inicios, y practicamente
hasta comienzos del siglo XIX d.c., la decision de otorgar un crédito se tomaba con base en
el conocimiento minucioso del solicitante y sélo una pequefia fraccion de ellos tenian
acceso al crédito.

Entre 1830 y 1850 d.c., gracias al incremento en las necesidades de crédito
comercial provocado por el auge de los ferrocarriles, el aumento del comercio interior y el
desarrollo de la industria, el sistema de crédito comenzd a evolucionar. No obstante fue
hasta la segunda mitad de ese siglo cuando se observo una explosion en las necesidades de
crédito que se vio reflejada en un incremento tanto en el nimero de créditos como en el

numero de bancos dentro de Europa (principalmente en Francia).
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El crecimiento del mercado de créedito, iniciado a mediados del siglo XIX,
experimentd una creciente masificacion a lo largo del siglo XX que dejé obsoleto el
esquema de otorgamiento de créditos predominante durante mas de tres mil quinientos
afios. A medida que se fue multiplicando el numero de clientes de la banca, se fue haciendo
cada vez mas dificil conocer detalladamente a cada uno de ellos, por lo que era cada vez
mas necesario buscar nuevas metodologias que permitieran a los bancos controlar su riesgo
con un menor costo.

Es a mediados de la década de los ochenta cuando, como resultado de distintas
fuerzas del mercado,* surgi6 la preocupacién por emplear nuevos esquemas en la medicion
del riesgo de crédito, que no estuvieran basados en el conocimiento exhaustivo del
solicitante y que midieran la exposicion al riesgo de crédito de manera mas adecuada.

Como resultado, en los altimos quince afos se han realizado multiples intentos por
adecuar los avances obtenidos en la medicidn del riesgo de activos financieros al riesgo de
crédito. No obstante, ninguno de los modelos sobre la teoria de activos financieros ha
conseguido entrar suavemente al mercado de crédito, debido a la diferencia existente entre
las fuentes de riesgo. Mientras que la fuente del riesgo en el mercado de activos financieros
son las pérdidas provocadas por cambios en el precio de los activos, la fuente del riesgo de
crédito es el incumplimiento de los deudores.

La teoria de portafolio para activos financieros tuvo su origen en 1952 con el
desarrollo de dos modelos cuyo propdsito era la construccion de carteras de inversion que

ofrecieran un rendimiento esperado con la mayor certeza posible de su realizacion. En el

! Como el incremento en el nimero de bancarrotas en todo el mundo, la caida en el valor de los colaterales en
algunos mercados, la existencia de margenes mas competitivos en los préstamos, la tendencia hacia una
diferenciacion entre calidad de la deuda y el monto de la misma y el dramatico crecimiento de nuevos
instrumentos, como los derivados de crédito, con su inherente exposicion al riesgo.
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primero de ellos, planteado por Harry Markowitz (1952), se presupone el conocimiento de
la funcién de utilidad del inversionista. Segun este modelo, una vez que se asocia el riesgo
con la incertidumbre, el inversionista puede determinar la combinacion de riesgo-
rendimiento que mas le agrade. La idea original de Markowitz consistié en asociar el riesgo
-que es funcién de la incertidumbre- con la varianza (¢?) del rendimiento de los activos.?

En el segundo modelo, Andrew D. Roy (1952) planted la definicibn moderna de
riesgo. Roy definid el riesgo como la probabilidad de que suceda un evento indeseable. Su
modelo supone que todo inversionista es capaz de determinar un nivel minimo o umbral de
rendimiento aceptable por debajo del cual, cualquier rendimiento es considerado como un
evento indeseable o desastroso. EI modelo de Roy no implica el conocimiento explicito de
la funcidn de utilidad del inversionista, razon por la que simplifica el problema de seleccion
de cartera.’

A principio de la década de los sesenta William Sharpe (1964), John Lintner (1965.a
y 1965.b) y Jan Mossin (1966) realizaron la siguiente aportacion importante al problema de
inversion de activos financieros. Ellos derivaron un modelo de asignacion de precios para
activos financieros, denominado, en la actualidad, Capital Asset Pricing Model (CAPM).

Segun este modelo, el rendimiento de los activos financieros depende de un solo factor: el

2 posteriormente fueron planteadas algunas modificaciones a la varianza como mejores medidas de riesgo.
Una de ellas fue la desviacion estandar (o) -raiz cuadrada de la varianza- que muchas veces es preferida a la
varianza, debido a que se encuentra expresada en las mismas unidades que el rendimiento esperado (u). Otra
modificacion planteada a la varianza es la semi-varianza, que s6lo toma en cuenta la dispersion de los valores
menores que el rendimiento medio, y deja fuera los valores mayores al mismo, con la justificacion de que un
rendimiento mas alto que el esperado no representa riesgo. Véase por ejemplo Markowitz (2000), pp. 188-
201. Un enfoque distinto al de media-varianza para medir el riesgo fue planteado por Shalit, H. y Yitzhaki, S.
(1984). En dicho enfoque, los autores propusieron el empleo de la diferencia media de Gini como medida de
riesgo y demostraron que su aplicacion es igual de sencilla que la varianza pero permite realizar una mejor
valuacion de la variabilidad de un activo, gracias a que.posee una fisonomia basada en el criterio de
dominancia estocastica.

* Aunque ambos modelos parten de definiciones distintas de riesgo, estd demostrado que una cartera 6ptima
en el sentido de Roy es también eficiente en el sentido de Markowitz. VVéase Marquez, J. (1982).
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mercado. Su mayor aportacion a la teoria de finanzas fue relacionar de manera lineal el
rendimiento y el riesgo de los activos.

Con el desarrollo de los derivados® -en la década de los setentas- se mitigaron
algunos de los factores de riesgo existentes en los mercados financieros. No obstante, este
hecho vino acompariado por el surgimiento de nuevos factores de riesgo que hicieron mas
dificil la valuacion del mismo. El rapido crecimiento de estos mercados y la dificultad para
medir la exposicion al riesgo provocaron que, a principio de los 90’s, algunos de los
participantes méas renombrados del mundo en los mercados financieros® sufrieran pérdidas
billonarias. Dichas pérdidas, en conjunto con otros factores,® despertaron un mayor interés
en los reguladores financieros por llevar a cabo un seguimiento adecuado de la exposicion
al riesgo de las entidades financieras. Despues de la quiebra de algunas instituciones
financieras en las décadas de los ochentas y los noventas fue evidente que se necesitaba una
buena medida de riesgo, que tomara en cuenta la probabilidad de ocurrencia de los eventos
indeseables, asi como la magnitud de las pérdidas asociadas a tales eventos. Esta medida de
riesgo fue denominada Valor en Riesgo (VaR),” la cual haria su primera aparicion en la
década de los noventas.

El término valor en riesgo fue utilizado por primera vez en el reporte “Derivatives:

Practices and Principles” publicado por el Grupo de los 30 en 1993. En este reporte se

* Los derivados financieros son instrumentos cuyo precio depende -se deriva- del precio de otro activo. Un
excelente tratado sobre derivados financieros es el libro clasico de Hull, J., 1989, Options, Futures and other
Derivatives, USA, Prentince-Hall.

> Orange County, Barings y Metallgesellschft, entre otros.

® Véase pie de pagina nimero 1.

" Por las siglas en inglés de Value at Risk.

8 El Grupo de los 30, fundado en 1978, es una organizacion no lucrativa integrada por altos ejecutivos y
reguladores financieros, asi como por académicos, la cual busca contribuir al entendimiento de la economia
internacional y de las finanzas. EIl lector interesado puede consultar la pagina de internet
http://www.group30.org.
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sugirié el uso del valor en riesgo por parte de los participantes en el mercado de derivados
para medir la exposicion al riesgo. Un afio después,’ el Comité de Basilea'® propuso la
adopcion de requerimientos minimos de capital para cubrir el riesgo de mercado en que
incurrieran los bancos, asi como el uso del VaR para identificar, medir y controlar la
exposicion al riesgo.™

A juzgar por la bibliografia existente, es a mediados de los noventas cuando una
parte del equipo de investigadores de J.P. Morgan -convertida posteriormente en
RiskMetrics Group- dio a conocer el primer método de aplicacion del VaR, llamado
RiskMetrics®. Con el lanzamiento, en 1994, de este servicio financiero gratuito, compuesto

por un documento técnico y una base de datos que contenia informacion sobre la

® Basle Committee on Banking Supervision (1994).

10 En junio de 1974, los reguladores alemanes se vieron obligados a liquidar el Herstatt Bank que se
encontraba en apuros. Ese dia, un cierto nimero de bancos tenian que realizar un pago en franco aleman al
Herstatt Bank, en Frankfort, mientras que dicho banco tenia que realizar un depo6sito en ddlares americanos en
Nueva York para cubrir la operacion. A causa de la diferencia en zonas horarias, el Herstatt Bank cerré
operaciones durante la realizacion de los pagos respectivos y la contraparte no recibié sus pagos en dolares.
Para responder a las implicaciones de multiples jurisdicciones fue formado el Basle Committee on Banking
Supervision bajo el auspicio del Bank for International Settlements (BIS), en el que se encontraban
representantes de los bancos centrales y los reguladores financieros del Grupo de los 10 (G-10). Actualmente
el Comité de Basilea se encuentra formado por autoridades de once paises: Bélgica, Canada, Francia,
Alemania, Italia, Jap6n, Holanda, Suiza, Suecia, Reino Unido y Estados Unidos. A lo largo de su existencia,
el comité ha presentado iniciativas para (1)definir el papel de los reguladores financieros en situaciones de
maltiples jurisdicciones, (2)asegurar que los bancos transnacionales no eludan una adecuada supervision
bancaria mediante la alusién al cumplimiento de los requerimientos por parte de los reguladores nacionales y
(3)promover la homologacidén de los requerimientos de capital bancarios. La pagina de internet del comité es
http://www.bis.org/bcbs.

1 En junio de 2004 el Basle Committee on Banking Supervision publicé un nuevo acuerdo de Basilea,
conocido como Basilea I1, con los objetivos de proveer mayor seguridad al sistema financiero, mantener -por
lo menos- el nivel actual de capitalizacion del mismo, mejorar la competitividad bancaria y promover una
mejor medicion del riesgo. Para cumplir sus objetivos, Basilea Il propone tres pilares: Pilar I.Requerimientos
Minimos de Capital, Pilar 11.Supervision y Pilar I11.Disciplina de Mercado. El primero de ellos propone reglas
para el céalculo de los requerimientos de capital, motivando a los bancos a mejorar su administracion y
medicién del riesgo de Crédito, de Mercado y Operacional. El segundo de ellos crea un marco regulador con
vistas a procurar las mejores practicas en la administracion de riesgos, ademas de que procura disminuir otro
tipo de riesgos como el reputacional y el estratégico. Finalmente, el tercer pilar plantea requerimientos para
una mayor transparencia en la estructura de capital, exposicion al riesgo y suficiencia de capital. La referencia
al documento completo es Basle Committee on Banking Supervision (2004).
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volatilidad y la correlacion para alrededor de veinte mercados iniciaba el empleo del VaR
como medida alternativa para la administracion del riesgo de mercado.

El valor en riesgo (VaR) se define como la maxima pérdida esperada “x”” en un
intervalo de tiempo ““t”, bajo condiciones normales en el mercado, para un nivel de
confianza de “«”’. Dicho de otra forma, el VaR dice que la probabilidad de que las pérdidas
excedan el nivel “x” en un tiempo determinado “t” no excede de “1-«”. En la gréfica 1.1 se

observa el wvalor

v* VO .
en riesgo de un

0.10 7
0.09 Valor en Riesgo i

< 9 portafolio de
0.08
0.07 5 crédito. En el eje
0061 (l-a)%de |———Nivel de co

las ocurrencias de las abscisas se

0.05 Y

0.04 1 tienen los valores

0.03 T

0.02 - de la cartera de

Frecuencia del valor de la cartera

0.01 . .
crédito y en el eje
0.00

V-ZO V-15 V-10 V-5 VO V5 VlO V15
Valor de la Cartera de Credito de las ordenadas
Gréfica 1.1. Distribucion de valores posibles de una cartera de crédito y su frecuencia

su Valor en Riesgo

relativa. El valor inicial de la cartera de crédito esta representado por “V,” y el minimo
valor esperado de la cartera, dado un nivel de confianza de “«o”, por “V*”. El valor en
riesgo es la diferencia entre el valor inicial de la cartera (Vo) y el minimo valor esperado
(V*) en un tiempo “t”, dado un nivel de confianza de “&”, es decir, “V,-V*".1?

Gracias al éxito obtenido para medir el riesgo de mercado de activos financieros, el

deseo de emplear el VaR en el mercado de crédito crecid rapidamente, logrando asi el

12 Un extenso tratado sobre el valor en riesgo (VaR) se presenta en el libro clasico de Jorion, P. (1997).
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primer consenso entre los participantes de este mercado sobre la forma de medir el riesgo
de crédito. No obstante, a pesar del consenso existente sobre el empleo del VaR como
medida de riesgo de crédito, su implementacion en este mercado no ha sido tan facil, ya que
un banco se enfrenta a dos problemas de consideracion: la naturaleza dicotomica del riesgo
de crédito y el horizonte temporal de los créditos. El riesgo de crédito esta directamente
relacionado con el riesgo de impago; es decir, con la existencia de dos posibles escenarios
en los que se puede encontrar un deudor: cumplimiento o incumplimiento del pago de la
deuda.™ EI hecho de que el riesgo de crédito sea funcion del riesgo de impago dificulta la
implementacion del VaR, debido a que fue creado originalmente para valores continuos de
los activos financieros. En cuanto al horizonte temporal, las operaciones en el mercado de
crédito se caracterizan por tener un horizonte de tiempo largo -meses o afios-, en contraste
con las operaciones en el mercado de activos financieros, donde los activos pueden cambiar
de precio en periodos muy cortos de tiempo -minuto a minuto-. Lo anterior dificulta la
estimacion de las carteras de crédito.

Actualmente, para realizar el calculo del valor en riesgo de crédito, los agentes que
intervienen en el mercado de crédito se apoyan en métodos de calificacién de cartera. Los
métodos de calificacion de cartera son herramientas que ayudan a calcular la probabilidad
de incumplimiento y la magnitud de las pérdidas cuando este se presenta.* Entre los
enfoques desarrollados es posible identificar dos corrientes: los esquemas de calificacién

gue se basan en una ponderacion de los factores determinantes del incumplimiento de las

13 El autor del presente trabajo reconoce la existencia del incumplimiento parcial, no obstante considera que
escapa a los fines perseguidos por el presente trabajo aumentando la complejidad del modelo
innecesariamente.

¥ En los modelos que toman en cuenta distintos estados de calificacion de deuda, -como es el caso de
CreditMetrics™- los métodos de calificacién de cartera también permiten estimar de manera explicita,
ademas de la probabilidad de impago y la magnitud de las pérdidas, los patrones de migracion hacia distintos
estados de deterioro.
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obligaciones y los de tipo fundamental, que emplean el impacto de las proyecciones de
variables econdmicas y financieras en los estados financieros de la empresa y con base en
esto determinan condiciones bajo las cuales dicha empresa estaria en quiebra desde el punto
de vista contable.™ Dentro de los esquemas de ponderacion de factores se distinguen dos
corrientes: los que aprovechan la intuicion de los expertos y tratan de sistematizarla
utilizando la tecnologia disponible'® y los basados en técnicas econométricas o de tipo

discriminante.”8

15 El principal exponente de esta corriente -empleado por la metodologia KMV y por CreditMetrics™- es el
modelo de valuacion de activos corporativos propuesto por Robert Merton (1974), que parte del principio
contable de que una empresa esta en quiebra cuando el valor de sus pasivos supera el valor de sus activos. La
gran aportacion de dicho estudio fue mostrar la manera en que la informacion disponible en el mercado puede
ser utilizada para estimar el valor de los activos de una empresa mediante la teoria de opciones financieras.
Para un estudio comparativo de los modelos de valuacién de bonos corporativos propuestos por Merton,
Geske, Leland y Toft, Longstaff y Scwartz y Collin-Dufresne y Goldstein véase Eom, Y. H., Helwege, J. y
Huang, J. (2003).

18 Estos modelos son del dominio de la inteligencia artificial, como es el caso de las redes neuronales y los
sistemas expertos. Véase por ejemplo Coats, P y Fant, K., 1993, “Recognizing Financial Distress Patterns
Using A Neural Network Tool”, Financial Management”, Vol. 22, No. 3, pp. 142-155 en donde se presenta
un modelo que predice la quiebra corporativa para los Estados Unidos y Altman, E., Marco, G. y Varetto, F.,
1994, “Corporate Distress Diagnosis: Comparisons Using Linear Discriminant Analysis and Neural
Networks”, Journal of Banking and Finance, Vol 18, No. 3, pp. 505-529 en el que se presenta un modelo de
quiebra corporativa para Italia o Trippi, R. y Turban, E., 1996, Neural Networks in Finance and Investing.
Chicago, Irwin Professional Publishing en donde pueden encontrarse algunas aplicaciones de las redes
neuronales al riesgo de crédito.

" El principal exponente de esta corriente es el modelo denominado Z-score planteado por Edward Altman en
1968, en el que se plantea una funcidn discriminante para distinguir a las empresas sanas de aquellas con alta
probabilidad de quiebra. Este primer modelo, incluye el capital de trabajo, las ganancias antes de intereses e
impuestos, las ganancias retenidas, el valor de mercado de las acciones y las ventas, expresadas como razon
del valor de los activos. Casi una década después, E. Altman desarrolla, en 1977, una segunda generacion de
su modelo Z-Score denominada ZETA. En este nuevo modelo, Altman propuso, ademas de nuevas técnicas
discriminantes, 27 variables que capturaran cinco aspectos de la empresa: productividad, liquidez,
capitalizacion, variabilidad de las ganancias y ganancias y cumplimiento de obligaciones con relacién al
apalancamiento. Véase Altman, E., 1968, “Financial Ratios, Discriminant Analysis and the Prediction of
Corporate Bankruptcy”, Journal of Finance, Vol. 23, September, pp. 589-609 y Altman, E., Haldeman, R. y
Narayanan, P., 1977, “ZETA Analysis: A new Model to Identify Bankruptcy Risk of Corporations”, Journal
of Banking and Finance, Vol. 1, June, pp. 29-54.

18 El autor desea aclarar que la clasificacion antes descrita no es del todo rigurosa ya que es posible encontrar
modelos en los que se combine el uso de la tecnologia con un planteamiento tedrico de tipo fundamental,
como puede observarse en Atiya, A., 2001, “Bankruptcy Prediction for Credit Risk Using Neural Networks:
A Survey and New Results”. IEEE Transactions on Neural Networks, VVol. 12, No. 4, July, pp.929-935.
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Entre los paradigmas practicos mas aceptados en la actualidad para medir el riesgo
de crédito®® se pueden distinguir dos enfoques: los Modelos de Marcar a Mercado (MMM)

como CreditMetrics™ %

y los Modelos de Impago (MI) cuyo principal exponente es
CreditRisk*.** Las mayores diferencias entre ambos esquemas radican en la forma de
conjugar los diferentes elementos del riesgo de crédito -probabilidades individuales de
incumplimiento, correlaciones entre ellas y perdidas en caso de impago- para obtener la
distribucion de probabilidad de las pérdidas.

Desde sus origenes, y por razones historicas, los distintos paradigmas para medir el
riesgo de crédito enfocaron su atencion en la busqueda de la distribucion de probabilidad de
las pérdidas lo mas apegado posible a la realidad, lo que provocé una pérdida involuntaria
de parsimonia en los modelos. CreditMetrics™ es producto de la preocupacién por medir el
incumplimiento de los emisores de instrumentos de deuda corporativos y su aplicacion
requiere informacién® que sélo se encuentra disponible en los mercados financieros
desarrollados. Para obtener el monto o valor en riesgo de crédito por medio de este modelo,
primero se calculan las probabilidades conjuntas de migracion de los bonos a los distintos

estados de calidad e incumplimiento y su valor en cada uno de dichos estados. Con base en

estos elementos, se construye la distribucién de pérdidas de la cartera y finalmente se busca

19 para un anélisis comparativo de los cuatro paradigmas de medicién de riesgo de crédito mas aceptados
(CreditMetrics™, KMV, CreditRisk* y CreditPortfolioView) véase Crouhy, M., et. al. (2000). La metodologia
de KMV puede encontrarse en Kealhofer, S., 1998, “Portfolio Management of Default Risk”, KMV
Corporation. La referencia clésica del paradigma CreditPortfolioView es Wilson, T., 1997, Portfolio Credit
Risk (1), Risk Magazine, Vol. 10, No. 9, September y Wilson, T., 1997, Portfolio Credit Risk (Il), Risk
Magazine, Vol. 10, No. 10, October.

% Gupton, G., et. al. (1997).

2! Credit Risk* (1997).

22 os elementos de mercado que requiere CreditMetrics™ para encontrar la distribucion de pérdidas de una
cartera son: (1)Calificaciones de crédito que otorgan las empresas calificadoras de valores (como Standard &
Poors, Moody’s y Fitch) que dependen del conocimiento de la probabilidad de incumplimiento histérica para
papeles de deuda en cada rubro de calificacién, asi como de las tasas de migracién de los mismos a diferentes
estados de calificacion de deuda por un lado asi como de los diferenciales de tasas de interés entre papeles de
distinta calidad por otro y (2)los precios de instrumentos de deuda e indicadores de su calidad.
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el nivel de confianza deseado para el calculo del valor en riesgo. El gran supuesto que hace
CreditMetrics™ dentro del proceso del calculo del VaR es que el cambio del valor de los
créditos de la cartera en el tiempo sigue una distribucion Normal. Debido a la
heterogeneidad de los elementos mencionados y a la dimension que alcanza el problema

cuando existe un nimero grande de créditos en la cartera,®

este paradigma recurre a
simulaciones de tipo Montecarlo para encontrar la distribucion de pérdidas.

CreditRisk™ obtiene la distribucion de pérdidas de manera indirecta, a través de
Funciones Generadoras de Probabilidad (FGP’s). Como primer paso, este modelo obtiene
la FGP del numero de incumplimientos y despues, haciendo un supuesto de agrupabilidad
sobre el nivel de pérdidas dado incumplimiento de cada deudor, obtiene la FGP de pérdidas
de la cartera. Para facilitar el modelado, el paradigma recurre a un supuesto Poisson sobre
el incumplimiento de los deudores. Una vez que se obtiene la FGP de incumplimientos, los
deudores son agrupados en bandas segun su nivel de exposicion al riesgo. Combinando
ambos elementos, se obtiene la FGP de pérdidas, cuya distribucion de probabilidad es
desconocida. Por esta razon, CreditRisk™ efectGia recursiones numéricas para recuperar la
distribucion de probabilidad de pérdidas en unidades estandar que posteriormente seran
convertidas a unidades monetarias. Finalmente, el VaR es el valor correspondiente al
percentil del nivel de confianza de “o” que se tome sobre dicha distribucién.?*

Como hemos mencionado, la preocupacion por encontrar la distribucién de

probabilidad de las pérdidas lo mas apegada posible a la realidad, llev6 a tal grado de

2% Los calculos necesarios para obtener la distribucién conjunta de migracion de la cartera crecen en forma
exponencial. Para una cartera con “N” créditos, con un esquema de calificaciones que contempla “C” niveles
de calidad -CreditMetrics™ supone siete mas impago-, el nimero de valores posibles de la cartera y, por lo
tanto, el de operaciones numéricas requeridas para hacer los célculos es “CM”.

? Algunos estudios recientemente realizados muestran que las metodologias de CreditMetrics™ 'y
CreditRisk™, pueden mapearse una en la otra bajo ciertas equivalencias paramétricas. Véase Crouhy, et al.

(2000) y Gordy, M. (2000).
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complejidad la modelacion que obligoé a recurrir a técnicas numéricas, que son grandes
consumidoras de recursos de computo, para la obtencién de dicha distribucion, dificultando
asi el acceso a un esquema integral riesgo-rendimiento de credito mediante su uso.

Uno de los intentos por adaptar los descubrimientos sobre teoria de activos
financieros al credito es el trabajo realizado por Edward Altman (1997). En este articulo,
Altman plantea un modelo de optimizacion de cartera para bonos basado en el cociente de
Sharpe. Empleando el rendimiento esperado anual de los bonos, el problema planteado es
maximizar el cociente de Sharpe para cada nivel de rendimiento esperado. EI modelo
incluye una restriccion presupuestal del inversionista y limites individuales de inversion
determinados de manera exdgena al modelo. En este modelo, Altman regresa al empleo de
la varianza como medida de riesgo y demuestra que los resultados son muy similares a los
obtenidos con el empleo de la pérdida inesperada.?® Un posible inconveniente de este
esquema es que su aplicacion se encuentra limitada a bonos.

Empleando un enfoque completamente distinto, Gregory Duffee (1999) deriv6 un
modelo de precios del riesgo de incumplimiento para bonos corporativos. En dicho modelo,
la probabilidad instantanea de impago es modelada mediante un proceso de difusion de
raices-cuadradas para permitir la correlacion entre los bonos riesgosos y la tasa libre de
riesgo. En esta investigacion, el autor recurre a la aplicacion de un filtro de Kalman
extendido para incorporar los dos componentes -temporal y estructural o transversal- del
precio de los bonos. De igual forma que el modelo derivado por Altman (1997), el modelo

presenta un posible inconveniente: su aplicacion es a bonos.

% La pérdida inesperada de un portafolio es el componente del valor en riesgo que captura la volatilidad del
rendimiento -en el mercado de activos financieros- o de la probabilidad de incumplimiento -en el mercado de
crédito-. Una explicaciéon mas detallada de las pérdidas no esperadas en el mercado de crédito puede
encontrarse en Caouette, J, et. al. (1998), pp. 242-246.
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En el mismo afio, Javier Marquez y Calixto Lopez (1999) y posteriormente Javier
Marquez (2002) propusieron un paradigma de medicion de riesgo de crédito que, a juzgar
por la bibliografia revisada, parece ser el Unico que ofrece una expresion cerrada para la
distribucion de las pérdidas. Este paradigma permite, ademas, relacionar la suficiencia de
capital con el riesgo de crédito, medir el riesgo de concentracion y determinar limites
individuales sobre los créditos.

Al ofrecer una expresion cerrada para la distribucion de probabilidad de las
pérdidas, este paradigma dejo abierta la posibilidad de acceder a un esquema integral de
riesgo-rendimiento que permitira completar otro de los aspectos mas importantes y poco
estudiados del riesgo de crédito: la relacion explicita entre riesgo y rendimiento de los

créditos.
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Capitulo 2. Teoria de Portafolio para Cartera de Crédito

2.1. Problema de Seleccion de Cartera

Una cartera o portafolio de crédito ““c” se define como cualquier combinacion de créditos
que otorga un banco. El problema de seleccion de cartera o de portafolio consiste en elegir
la cartera Optima entre un conjunto de carteras posibles de inversion. Si el rendimiento
esperado y el realizado de un portafolio fueran iguales, el problema se reduciria a escoger
el(los) activo(s) que otorgue(n) el mayor rendimiento. No obstante, en los mercados
financieros, donde el rendimiento de los activos es riesgoso, el problema de seleccion de
cartera se convierte en un problema de eleccion bajo incertidumbre, particularmente, en el

problema de eleccion de una combinacion riesgo-rendimiento.
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Para llevar a cabo la eleccion de portafolio, es necesario identificar dos elementos.
El primero de ellos es un esquema de preferencias del inversionista (un banco en este
caso), que permita jerarquizar las distintas combinaciones de riesgo-rendimiento de acuerdo
a sus preferencias. El segundo elemento es la region de oportunidades de inversion, que
permita identificar las carteras de crédito, en el plano riesgo-rendimiento, entre las que se
puede realizar la eleccion. En el presente trabajo, el esquema de preferencias sera modelado
mediante el teorema de maximizacion de la utilidad esperada y la region de oportunidades
de inversion serd identificada introduciendo el concepto de frontera eficiente de portafolio.

La medida de riesgo de crédito utilizada sera el valor en riesgo de la cartera (VaR;)
expresado como proporcion del valor total de la cartera de crédito (V¢), es decir,
expresandolo como VaR./V..* Particularmente, la forma funcional del valor en riesgo que
se empleara corresponde a la del modelo general propuesto por Méarquez, J. y Lopez, C.

(1999) y Marquez, J. (2002).

2.2. Concentration Risk in Bank Loan Portfolio’s

En el modelo general, este paradigma permite trabajar con probabilidades de impago
distintas para los créditos y la existencia de correlacién entre ellas. Para modelar lo anterior,
la cartera crediticia del banco se representa mediante el vector-N “F” y se supone que la

distribucion de probabilidad de incumplimiento puede caracterizarse mediante un vector-N

! Dado que el valor en riesgo se expresa en unidades monetarias, es necesario realizar una estandarizacion del
mismo. Dicha estandarizacion se logra expresando el valor en riesgo como proporcion del valor total de la
cartera de crédito (V.); es decir, expresando el VaR. como “VaR./V.”. Si no se hiciera lo anterior, seria
posible que un banco que controla adecuadamente su riesgo, pero que tiene una cartera de crédito muy grande
posea un nivel de VaR. mayor que un banco que lleva un mal control de su riesgo pero que posee una cartera
de créditos pequefia.
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de probabilidades esperadas de impago (m) y su correspondiente matriz de varianza-
covarianza (M). Entonces, suponiendo que la distribucion de pérdidas de la cartera puede
ser caracterizada por su media y su varianza, el valor o monto en riesgo de una cartera “c”

para el nivel de confianza deseado “o”” queda como:

VaR® =F"n+z,/FTMF 2.1)

donde “F'x ” es el incumplimiento esperado y z,~/FTMF es el incumplimiento inesperado

0 no esperado de la cartera de crédito. Dentro de este ultimo, “z,” es la variable normal
estandarizada para un nivel de confianza de “a”.
Segun este paradigma, si se requiere que la pérdida, con un nivel de confianza de

“a”, no exceda el capital de un banco (K), entonces debe cumplirse que:

VaR® =F"n+z,/FTMF <K (2.2)

Dividiendo la ecuacion (2.2) entre el valor total de la cartera (V.), se obtiene el
monto en riesgo expresado como proporcion del valor total de la cartera que puede
relacionarse con el coeficiente de capitalizacion bancaria (y). Un banco cumple con

suficiencia de capital si se satisface la desigualdad:

VaR?
v © =xX"m+ 2, /X MX Sx//:VK (2.3)

c c
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donde “x” es el vector que representa la composicion de la cartera crediticia de un banco,
expresando cada crédito como proporcién del valor total de la cartera; “x'z 'y 2, x"Mx

son el incumplimiento esperado y no esperado, respectivamente, de la cartera “c” como
proporcién del total de su valor.
Redimensionando la ecuacion (2.2),? se obtienen cotas superiores para el valor en

riesgo (2.4.a) y la concentracion del riesgo (2.4.b):

p+z,0./HG) <y (2.4.9)

H(G) g[‘/’z_jjJ (2.4.b)

T T
donde p =% es la probabilidad esperada de impago de la cartera, H(G) = (GT G)2 s el
. 1"G
. - , : 3 . 1'G 1'G
indice de concentracion de Herfindahl-Hirshman® de la variable G yngz T es

una medida de la desviacion estandar de la probabilidad esperada de impago.

2 Partiendo de (2.1), como M es una matriz positiva definida, existe una matriz Q talque M=QAQT, donde A
es la matriz diagonal de valores caracteristicos de M y Q es una matriz ortogonal de los vectores
caracteristicos de M, con la propiedad de que Q'=Q". Sea S=QAY?QT, donde A * es la matriz diagonal
formada por las raices cuadradas de los valores caracteristicos de M, de manera que M=S'S y haciendo el
cambio de variable G=SF se obtiene

VaR® =FTm+12,./GTG <K

Multiplicando y dividiendo el término dentro del radical por (1'G)? y dividiendo todo por el valor de la
cartera (V), se obtienen (2.4.a) y (2.4.b).

3 El lector interesado en este indice de concentracién puede consultar Martin, S., 1993, Advanced Industrial
Economics, Great Britain, Blackwell Publishers, p. 165 o Tirole, J., 1988, The Theory of Industrial
Organization, USA, The MIT Press, pp. 221-23.
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Este redimensionamiento del vector de créditos “F” a través de “S” permite
observar que la varianza total de las pérdidas (o/H(G) ) tiene dos componentes: el efecto

de la varianza de las probabilidades de incumplimiento, medida por “c” y el efecto de la
concentracién, medido por “H(G)”.*

Dado que la forma méas empleada de administrar el riesgo de concentracion es fijar
limites sobre la cantidad de crédito que se puede otorgar a cada deudor, este paradigma

establece una cota para el limite individual de crédito mediante la siguiente desigualdad:®

* EI cambio de variable de “F” por “G” equivale a un redimensionamiento del vector “F” en funcién de la
matriz “S” que representa la raiz cuadrada de la matriz de varianza-covarianza de las probabilidades de
impago de cada crédito (M). Este redimensionamiento implica que se dard mayor peso a los créditos con
mayores varianzas y correlaciones positivas con los demas créditos de la cartera. En términos de riesgo, esto
significa que se da mayor importancia a los créditos mas riesgosos y se disminuye la de los menos riesgosos.
El redimensionamiento anterior, también implica que la concentracién en el monto de crédito otorgado no es
lo Gnico que debe tomarse en cuenta, sino que también debe considerarse la varianza de la probabilidad de
incumplimiento y la correlacion entre esta y la del resto de los créditos. Si es verdad que mucho crédito en
pocas manos puede ser riesgoso, también es cierto que resulta aun més peligroso que mucho riesgo se
encuentre concentrado en un cierto grupo de créditos. Es decir, en un momento dado puede representar mas
riesgo un grupo de muchos créditos pequefios con varianzas muy grandes y que estén altamente
correlacionados entre si, que un grupo pequefio de créditos grandes con varianzas pequefias y que no tengan
mucha relacion entre ellos, ni con otros créditos.

® Para su derivacion, introduzcamos el siguiente Teorema (Marquez, J. y Lépez, C. (1999), pp.11-12). Si se
requiere que F<0V1, entonces H(F) <6 y la maxima concentracion bajo la medida de Herfindahl-Hirschman
se da si y solo si “F” es alguna permutacion de la distribucion siguiente:

. &, k=123 ..,n

“ 10, k=n+1Ln+2,..,N

donde n6V=V = n6=1 6 n=1/6.

Empleando el teorema anterior, si F<6V1 implica que H(F) <0, entonces, G <6V1 implica que H(G)<0 y
por lo tanto F=S'G <6(S*1)"V = H(G) < 6. No obstante que el problema de fijar limites individuales de
crédito queda resuelto con la desigualdad anterior, es dificil de instrumentar, ya que los nicos limites que son
atiles son los impuestos sobre el monto de los créditos; es decir sobre “F”. Haciendo:

H(G) se@s[u]
H(F) z,0

se obtiene:

)< H(F)[w—pjz
HG)\ z,0
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el ) e
Amax \1"F z,0 A z,0

max

que ya no se encuentra en términos de “G”, sino de “F”, por lo que su implementacion es
mas sencilla. Si se escoge un limite individual (0) tal que satisfaga la desigualdad (2.5), se
satisface también la desigualdad (2.4.b), que controla la concentracion del riesgo de manera

tal que exista suficiencia de capital para cubrir el monto en riesgo de la cartera de crédito.

2.3. Maximizacion de la Utilidad Esperada

El Teorema de Maximizacion de la Utilidad Esperada supone que el decisor puede
jerarquizar sus preferencias para distintas combinaciones de riesgo y rendimiento. Este
teorema parte de una base axiomatica -comparabilidad, transitividad, loteria,
independencia, el equivalente cierto y continuidad- de la que se deriva un esquema de
curvas de indiferencia que representan la estructura de preferencias del inversionista.®

Los axiomas de comparabilidad y transitividad aseguran la existencia de la funcion
de utilidad. La definicion de loteria introduce el principio de maximizacion. Los axiomas

de independencia, el equivalente cierto y continuidad representan una posible racionalidad

Utilizando el cociente de Rayleigh y escribiendo los valores caracteristicos menor y mayor de la matriz “M”
como “Amin” Y “Amax”’, FESPECtivamente, se sabe que:

2
o[ (] <
F

Finalmente, el paradigma obtiene la cota para el limite individual de crédito, dada por la desigualdad (2.5).
® Un resumen detallado de la Teoria de la Utilidad bajo incertidumbre se encuentra en Copeland, T. y Weston,
J. (1992), pp.77-108.
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para la jerarquizacion de las preferencias sobre un conjunto de alternativas de eleccién bajo
incertidumbre.

Concretamente, el Teorema de Maximizacion de la Utilidad Esperada dice que, si
un decisor es confrontado con alternativas de eleccion cuyos resultados son inciertos y
puede jerarquizar sus preferencias segun los cinco axiomas mencionados, entonces:
(1)Existe una funcion de utilidad “U(.)” que preserva el orden en sus preferencias. Si la
utilidad que proporciona “x” es mayor que la utilidad proporcionada por *“y”, entonces

necesariamente “x” es preferido sobre “y” (U(x) >U(y) = x> y). Analogamente, si la

utilidad de “x” es igual a la utilidad de “y”, entonces necesariamente “x” es indiferente a
YU =U(y)=x=Yy).

(2)El ordenamiento de alternativas de resultado incierto se hace de acuerdo al principio de
la utilidad esperada (U (G(x,y; p))=4-U(X)+(1-1)-U(y)).

Es importante mencionar que la funcion de utilidad (U(.)) a la que se refiere el
teorema anterior, no es unica. Cualquier transformacion lineal de ella (V(.)=A+tU(.))
también califica como funcion de utilidad. Por esta razon, se dice que la funcién de utilidad
de los individuos, implicita en el teorema de maximizacion de la utilidad esperada, es unica
hasta una transformacion lineal. Una consecuencia de esto es que las funciones de utilidad
son ordinales; es decir, solo el orden de preferencias, y no el nivel especifico de la funcion,
tiene sentido.

Al esquema axiomatico anterior, es necesario agregarle el axioma de no-saciedad,
segun el cual, siempre se prefiere mas riqueza final que menos. De esta forma, la funcion

de utilidad empleada serd mondtona creciente en el nivel de riqueza. Esto implica que la
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utilidad marginal de la riqueza (UMg(W)=U’(W)) es siempre positiva, es decir,
U'W)= 6%\,\, >0.

Por ultimo, para completar el esquema de preferencias de los bancos, necesitamos
conocer su actitud hacia el riesgo. Tomando en cuenta que la utilidad marginal de la
riqueza es positiva, la funcién de utilidad de los individuos adversos al riesgo es
estrictamente concava.’

Se dice que una funcién de utilidad (U), definida en el intervalo de niameros reales
[W+h,W-h], es estrictamente céncava si para todo p € [0,1] y para todo W e [W+h,W-h],
se cumple que la utilidad que el individuo recibe de su riqueza (U(W)) es mayor que la
proporcionada por la utilidad de una loteria justa U[G(W+h,W-h;p)], es decir,
UW)=U(pW +h) + pW —h))>U[GW +x,W ~X; p)]= pUW +X) + pUW ~x).°

Siguiendo este esquema de preferencias, la funcion de utilidad de los bancos

quedara representada por curvas de indiferencia cuya pendiente es la tasa marginal de

rendimiento
riesgo

substitucion entre rendimiento y riesgo (TMS ). En este caso, la tasa marginal de

substitucion entre rendimiento (un bien) y riesgo (un mal) mide la cantidad de rendimiento
que un banco esta dispuesto a ceder con tal de disminuir su nivel de riesgo, para obtener el

mismo nivel de utilidad.

" Dado que la utilidad marginal de la riqueza es positiva, pueden darse tres tipos de funcion de utilidad: lineal,
céncava y convexa. La funcion de utilidad de los individuos neutrales al riesgo es lineal. Los individuos
propensos o amantes del riesgo tienen una funcién de utilidad convexa. Finalmente, los sujetos adversos al
riesgo tienen una funcion de utilidad estrictamente concava. Algunas de las funciones de utilidad mas
empleadas para individuos con aversién al riesgo son: la exponencial (U(W)=-e™), la logaritmica
(U(W)=In(W)), la cuadratica (U(W)=W-W?) y la potencia (U(W)=W") para p<l, entre otras.

® De la definicion se deduce que un individuo con funcién de utilidad estrictamente céncava siempre preferira
conservar su riqueza (K). Dicho de otra forma, un individuo tiene aversidn al riesgo si y s6lo si rechaza entrar
en una loteria justa, contra la alternativa de conservar su riqueza con certeza.
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2.3.1. La Funcion de Utilidad en el Esquema Valor en Riesgo-Rendimiento Esperado

Segun el esquema anterior, si los bancos no tienen saciedad, son adversos al riesgo y sus
preferencias cumplen con la base axiomatica para la maximizacion de la utilidad esperada,
es posible encontrar una funcién de utilidad, representada por las curvas de indiferencia del
banco, que nos ayude a resolver el problema de seleccion de cartera de crédito bancario.

Si el rendimiento esperado de una cartera “c” se denota como “r,” y el valor en
riesgo, para el nivel de confianza deseado, como proporcién del valor total de la cartera se

denota como “VaR“ /V, ”,° entonces la funcién de utilidad de un banco bajo este esquema

tiene la forma y_yr VaRc“), que es una funcion creciente del rendimiento esperado
c? V

C

(%Y _ )y decreciente del valor en riesgo de la cartera (Y _;). Dicho de otra forma,
o, dVaR?”

4 C
los bancos siempre prefieren mayor rendimiento y menor valor en riesgo. Dado que los
bancos son adversos al riesgo, la tasa marginal de substitucion entre rendimiento esperado

r

y valor en riesgo es negativa (TMS,;,, <0). Un banco nunca aceptara una reduccion del
rendimiento esperado si la caida no va acompafiada por una disminucion del valor en
riesgo. Ademas, la TMS,,,, es decreciente. A medida que se van sacrificando unidades de

rendimiento esperado (un bien), es necesario compensar al banco con disminuciones cada
vez mayores de valor en riesgo (un mal) para mantener inalterado su nivel de utilidad.

Analogamente, a medida que se va incurriendo en niveles mayores de valor en riesgo (un

% A partir de este momento, cada vez que se haga referencia al valor en riesgo, siempre ser4 como proporcién
del valor de la cartera, es decir, siempre se hara referencia a la relacion “VaR./V,”.
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mal), es necesario compensar al banco con aumentos cada vez mayores de rendimiento
esperado (un bien), para que mantenga el mismo nivel de utilidad.

La dltima caracteristica importante de la funcion de utilidad bajo este esquema es
que el nivel de utilidad aumenta en sentido noroeste en el mapa de indiferencia, debido a

que los inversionistas siempre prefieren

o
»

mayor rendimiento y menor riesgo. En la

U
. 3
U,
\ /s .
grafica 2.1 se observa que la cartera de
a
s crédito “a” es preferida sobre la “b”, ya

que para el mismo nivel de valor en

|-
VaR{ V. riesgo, la primera de ellas ofrece un
Gréfica 2.1. Curvas de utilidad de un banco en el esquema ..
valor en riesgo-rendimiento esperado rendimiento mayor que la Segunda- De
manera analoga, el portafolio de crédito “d” es preferido sobre el “e” debido a que para el

mismo nivel de rendimiento esperado, el primero de ellos tiene un valor en riesgo menor

que el segundo.

2.4. La Frontera Eficiente para Cartera de Crédito

2.4.1. El Conjunto Factible de Crédito

Como se menciond al inicio del presente capitulo, para realizar la eleccion de cartera o
portafolio Optimo, un banco debe tomar en cuenta, ademas de sus preferencias, sus

posibilidades. El banco debe escoger una combinacién de riesgo y rendimiento de acuerdo

a sus preferencias, sujetandose siempre a que el portafolio producto de su eleccién se
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encuentre dentro de la region factible. Como ya se ha mencionado, una cartera de crédito
“c” se define como cualquier combinacion de creditos que otorga un banco. Al conjunto de
carteras de crédito que representa las alternativas de inversion de un banco que son objeto
de la eleccion se le conoce como conjunto factible o region de oportunidades de inversion
del banco. En la vida real, los bancos enfrentan restricciones que acotan su region de
oportunidades de inversion de cartera, a decir: la escasez de recursos y la relacién inversa
entre riesgo y rendimiento.

La escasez de recursos significa que nadie puede invertir mas de lo que tiene, ni
quiere invertir menos de lo que ha decidido invertir. Si “x” es el vector-N de proporciones
de inversion de la cartera de crédito de un banco y “1” es un vector-N unitario, la

restriccion presupuestal de un banco puede escribirse como:

17x=1 (2.6)

La segunda restriccion que acota la region de oportunidades de inversion, esta dada
por la relacion inversa entre el riesgo y el rendimiento de las carteras de crédito. Nadie
puede acceder a rendimientos sumamente elevados sin incurrir en riesgos igualmente
elevados. Esta imposibilidad define una region de combinaciones factibles de inversion, por
lo que el banco tendrd que escoger una combinacion de riesgo y rendimiento de crédito
tomando en cuenta sus preferencias pero también sus posibilidades.

La restriccion presupuestal y la relacion inversa que existe entre el valor en riesgo y
el rendimiento esperado de una cartera de crédito, dan origen a una region factible de

crédito similar a la que se muestra en la grafica 2.2. La ubicacion exacta de la region
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factible de inversion de un banco dentro del mapa valor en riesgo-rendimiento esperado,
depende de los créditos individuales que conformen el conjunto de alternativas de inversion
del banco.

Ademas de las dos restricciones

rA
anteriores, un banco se enfrenta al
problema de disponer de recursos
suficientes para otorgar créditos. Para

Conjunto factible de crédito
hacerse de recursos, los bancos recurren a

>

distintos instrumentos de captacién.’® El VaR{ N,

Gréfica 2.2. Region factible de inversién de un banco
monto  recaudado mediante  dichos enel esquema valor en riesgo-rendimiento esperado

instrumentos puede ser representado matematicamente por una proporcion negativa (x<0)
dentro del portafolio de inversion (x) del banco. Por lo anterior, en el presente trabajo no
ser4 impuesta la restriccion de no negatividad sobre las proporciones de inversion y de
esta forma se permitird que los bancos determinen la cartera de crédito y su fondeo de

manera simultanea.

19 Ejemplo de los instrumentos de captacion bancaria son los depésitos a plazo fijo, pagarés con rendimiento
liquidable al vencimiento, cuentas de cheques y cuentas de ahorro entre otros.

1 'Usualmente en la teoria de portafolio para activos financieros no se permite la realizacién de ventas en
corto  -equivalentes al fondeo bancario dentro de la teoria de crédito- dentro del portafolio de inversién, ya
que dichas operaciones se consideran demasiado riesgosas. Esto se representa normalmente por un conjunto
de restricciones de no negatividad sobre las proporciones de inversion del portafolio, que puede escribirse
como “x>07". La venta en corto de un activo financiero se lleva a cabo cuando un inversionista vende un
activo que no posee mediante la siguiente operacion: El inversionista pide prestado, a un precio y un plazo
previamente determinados y especificados en un contrato, un activo que vende inmediatamente en el
mercado, obteniendo asi una cantidad de dinero en moneda que invierte en otro activo financiero.
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2.4.2. El Conjunto Eficiente de Crédito

En el inciso anterior se dijo que el conjunto factible contiene todas las alternativas de
inversion que son objeto de la eleccion. El problema que se enfrenta ahora es encontrar,
dentro de la region factible, aquellas carteras de crédito que son eficientes en el esquema
valor en riesgo-rendimiento esperado.

Definicion 2.1. Cartera Eficiente de Crédito. Se dice que una cartera de crédito

“c” con rendimiento esperado “r.” y valor en riesgo, para un nivel de confianza de “o”,

como proporcion del valor total de la cartera “VaR! /V_ ", es eficiente en rendimiento

esperado-valor en riesgo si: (i)Es una cartera factible; (ii)dado un nivel de valor en riesgo,
como proporcion del valor de la cartera, ofrece el maximo rendimiento esperado; y
(iii)dado un nivel de rendimiento esperado ofrece el minimo valor en riesgo, como
proporcion del valor de la cartera.

En otras palabras, una cartera de crédito es eficiente en rendimiento esperado-valor
en riesgo si no existe otra cartera con el mismo rendimiento esperado y con menor valor en
riesgo y si no existe otra cartera con el mismo nivel de valor en riesgo que ofrezca mayor
rendimiento esperado.

Supdngase que dos carteras de credito tienen el mismo rendimiento esperado pero
distinto nivel de valor en riesgo. Entonces, por aversion al riesgo, los bancos preferiran
aquella cartera que ofrezca el menor valor en riesgo de entre ellas dos. Analogamente, si
dos carteras tienen el mismo valor en riesgo, pero ofrecen distinto rendimiento esperado,
por el axioma de no saciedad, los bancos preferiran aquella que ofrezca el mayor

rendimiento esperado de entre ellas.
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El problema que se enfrenta para encontrar las carteras eficientes de crédito es

encontrar aquellas combinaciones de crédito que tengan el minimo valor en riesgo

(VaR? /V,), dado un nivel de confianza de “«”, para cada nivel de rendimiento esperado
(r).

Entonces, sea “x” el vector-N de proporciones de inversion de la cartera de crédito,
sea “zm” el vector-N de probabilidades de incumplimiento de los créditos y sea “M” la
matriz de varianza-covarianza de las probabilidades de incumplimiento. Suponiendo que la
distribucion de pérdidas de la cartera puede ser caracterizada por sus dos primeros
momentos, entonces el monto en riesgo de una cartera de crédito “c”, expresado como
proporcién del valor total de la cartera, es igual a:

=x"m+2,/x"Mx (2.7)*

c

Suponiendo ademas, que “r” es el vector-N que contiene el rendimiento esperado de los

créditos de la cartera, el rendimiento esperado de dicha cartera es igual a:

re=x'r. (2.8)

Proposicion 2.1. Cartera Eficiente de Crédito Bancario. Sea el valor en riesgo de

una cartera c’, para un nivel de confianza de “«”, igual a

VaR? IV, =x"m+2,/X"Mx (2.7) y sea el rendimiento esperado de la cartera igual a

12 Que corresponde al lado izquierda de la desigualdad (2.3).
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r.°=x"r (2.8). Entonces, una cartera de crédito bancario “c” es una cartera eficiente si y

solo si el vector de proporciones de crédito “x” es la solucion al siguiente problema

cuadratico:

Min  x'm+z,x'Mx sa x'r=r° ; x'1=1
)

Resolviendo.™® Formando el Lagrangeano, “x” es la solucion a:

L(X,4,0)= X'm+2z,/Xx"Mx —-A(X'r—r°) -6(x'1-1) (2.9)

Utilizando un poco de calculo se obtienen las condiciones de primer orden (C.P.O.),

dadas por:
z
VL (X,4,0)= m+—2— -Mx —-Ar -61=0 (2.10.a)
/xTMX
VL,(X)=r°=x"r=0 (2.10.b)
VL,(X)=1-x"1=0 (2.10.c)

donde “0” (en la ecuacion (2.10.a)) es un vector-N de ceros.

Rescribiendo la desviacion estandar de las pérdidas como ~/x'Mx =o(x*) y

despejando (2.10.a) para “x*” se tiene:

13 El 4lgebra més detallada de la proposicién puede consultarse en el Apéndice 2.1. Cartera Eficiente de
Crédito Bancario.
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o (X*)
z

a

X* =

M™(ir + 01— ) (2.11)

Premultiplicando la ecuacién (2.11) por “r'™ y “1™ y utilizando (2.10.b) y (2.10.c)

se llega a:

*
e =10 = 7 M (i 01 ) (2.12)
Za
y
1Tx*:1:M1TM’1(M+91—n) (2.13)
z

a

que son las restricciones del problema original evaluadas en el 6ptimo.

Para encontrar el valor de “A”, se despejan (2.12) y (2.13) para za ) y se igualan.
o(x*

Después de un poco de algebra se obtiene:

A=m-0n (2.14)

(rT —re.1" )M “n

con (rm—re.1" M1
B (rT—r°-1T)M‘1r

(rT —r°-1T)M‘1r

y n= . Notese que “A”, en la ecuacién

(2.14), es el aumento en el nivel de valor en riesgo provocado por la busqueda de una
unidad méas de rendimiento esperado, es decir, “A” es el valor en riesgo marginal del

rendimiento esperado (VaRMg(r)).
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Para encontrar el valor de “6”, se igualan (2.12) y (2.13) y se sustituye en (2.14) en

el resultado. Después de un poco de algebra se obtiene:

(2.15)

donde y=(m-r-m) y z=(1-n-r).
Finalmente, sustituyendo (2.14) y (2.15) en (2.11) se obtiene el conjunto eficiente de

inversion (x*) para carteras de crédito, que aunque no posee una forma cerrada puede ser

resuelto mediante recursiones numéricas:

ye = o) M‘l[El+ i(c:D ~BE)r - n} (2.16)
z, D AD
donde:
1 o1 np-1 _ 1 I VE
A:F[r—r 1I'Mr, B_F[r re1]" M1,
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Segun la ecuacion anterior, las proporciones eficientes de inversion de cartera para
los bancos dependen del rendimiento esperado de los créditos (r), de la probabilidad de
incumplimiento de los mismos (r) y de su respectiva matriz de varianza-covarianza(M), de
la variabilidad de las pérdidas (o(x*)), del intervalo de confianza para medir el riesgo () y
del nivel de rendimiento esperado que deseen (r°).

Para comprender mas facilmente r,
_ # Frontera eficiente de crédito
el resultado que hemos obtenido, en la

gréfica 2.3 se observa la frontera eficiente

de crédito (segmento XY) generada por la

ecuacion  anterior. Recordando la Conjunto factible de crédito

definicion (2.1) de cartera eficiente de

>
. o VaR; V,
crédito, se sabe que una combinacion

factible de crédito que no se encuentre Gréfica 2.3. Conjunto eficiente de crédito
sobre el segmento “XY” no sera eficiente en el esquema rendimiento esperado-valor en
riesgo. En la misma gréafica, se observan tres carteras factibles de inversion. La cartera de
crédito “a” domina a la cartera “b”. Ambas tienen el mismo nivel de valor en riesgo, no
obstante, la cartera “a” ofrece un rendimiento esperado mayor al ofrecido por la cartera “b”.
En realidad, no existe otra cartera que ofrezca mayor rendimiento esperado que “a” y que
tenga el mismo nivel de riesgo, por lo que la cartera “a” cumple asi la segunda premisa de
la definicion 2.1.

Anélogamente, la misma cartera de credito “a” domina a la cartera “d”. Ambas

ofrecen el mismo nivel de rendimiento esperado, pero la primera de ellas tiene un valor en

riesgo menor que la segunda. En realidad, no existe otra cartera de crédito que ofrezca el
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mismo nivel de rendimiento esperado que “a” y que tenga menor valor en riesgo que esta.
Se dice entonces que la cartera “a” cumple con la tercer premisa de la definicion 2.1. Dado
que la cartera “a” cumple con las tres condiciones de la definicion 2.1 (Cartera Eficiente de
Crédito), la cartera “a” es una cartera eficiente de crédito.

Como se ha mencionado, la frontera eficiente de crédito contiene las combinaciones
factibles de valor en riesgo y rendimiento esperado que son eficientes. La pendiente de

dicha frontera es la tasa marginal de transformacion entre el rendimiento y el valor en

riesgo (TMT. "CRC wv, ). La tasa marginal de transformacion mide la cantidad de un bien que

Val
puede obtenerse si se renunciara a una unidad de otro bien (o si se aceptara una unidad de
un mal). En este caso, la tasa marginal de transformacién entre el rendimiento esperado y el
valor en riesgo mide el aumento en el rendimiento esperado que puede obtener un banco si
acepta incurrir en una unidad mas de valor en riesgo. Dado que el rendimiento esperado

(un bien) y el valor en riesgo (un mal) tienen una relacion inversa, la tasa marginal de
transformacion entre ellos es negativa (TMTVF;RC,\,c <0), es decir, un aumento en el
rendimiento esperado va acompafiado de un aumento en el valor en riesgo. Ademas, la
TMT,, . €s creciente, es decir, a medida que se va sacrificando rendimiento esperado, se
van obteniendo disminuciones cada vez menores de valor en riesgo. Analogamente, a

medida que se va incurriendo en un mayor valor en riesgo, la ganancia obtenida en

rendimiento esperado va siendo cada vez menor.



Centro de Investigacion y Docencia Econdmicas (CIDE) 36

2.5. Seleccion de Portafolio Optimo en el Esquema Valor en Riesgo-Rendimiento

Esperado

Las curvas de indiferencia representan combinaciones de rendimiento esperado y valor en
riesgo que proporcionan el mismo nivel de utilidad al banco. La frontera eficiente de
crédito representa las combinaciones eficientes en rendimiento esperado y valor en riesgo.
La cartera optima de inversion de un banco es aquella que maximiza la utilidad del banco y
se encuentra dentro del conjunto eficiente de crédito.

Proposicion 2.2. Conjunto Eficiente de Crédito. La cartera de crédito optima de
un banco que tiene aversion al riesgo debe ser eficiente en rendimiento esperado-valor en
riesgo.

VaR“ VaR*®

Py Cz:{EfKT*}’

1 2

Demostracién. Si existen dos carteras de crédito, ¢ ={r,

tales que el rendimiento esperado de ambas sea el mismo (r, =r,), y el valor en riesgo de la

), entonces, por aversion al riesgo,

primera sea mayor que el de la segunda (VaR" . VaR”
v

1 2
un banco preferira aquella cartera con el minimo nivel de valor en riesgo (*“c,” en este
caso).

VaR“ VaR“
Y ¢, ={r,— }
v l} , ={n, v }

2

Analogamente, si existen dos carteras de credito, ¢ ={r,

tales que el valor en riesgo de ambas sea el mismo (YaR" _VaR® y y ¢l rendimiento
Vv Vv

1 2
esperado de la primera sea mayor que el de la segunda (r, >r,), entonces, por el axioma de

no saciedad, un banco preferira la cartera que ofrezca mayor rendimiento esperado (“c,” en

este caso).m
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La cartera Optima de inversion para un banco se encuentra en el punto de tangencia
entre el conjunto eficiente de crédito y una curva de indiferencia. Por esta razon, la cartera
optima de inversion de un banco es aquella donde la tasa marginal de sustitucion entre el

rendimiento esperado y el valor en riesgo y la tasa marginal de transformacion entre ellos

I

son iguales (TMSy:, ,, =TMT.z, ,, ). Dicho de otra forma, la cartera Optima de crédito

para un banco se encuentra en el punto donde la relacion a la que un banco esta dispuesto a
sacrificar rendimiento para correr un menor riesgo es igual a la relacién a la que el mismo
banco puede obtener mayor rendimiento por incurrir en un mayor riesgo.
Si la tasa marginal de substitucion de un banco no fuera igual a la tasa marginal de
transformacion, la relacién a la que el banco
Utilidad de un banco U,

se encuentra dispuesto a sacrificar rendimiento A

con tal de disminuir su riesgo seria distinta a

la tasa a la que es factible aumentar el
Frontera eficiente

rendimiento esperado incurriendo en un mayor X de crédito

nivel de riesgo, por lo que el banco podria

>
. : VaR® V,
obtener una mayor utilidad moviéndose de

i Gréfica 2.4. Cartera de crédito 6ptima de un banco
este punto. SupoOngase que un banco se

encuentra en el punto “b” de la gréfica 2.4. En este punto, la tasa marginal de substitucion
sera menor que la tasa marginal de transformacion (TMSy:, ,, <TMT,% . ), por lo que el
banco se encuentra dispuesto a aumentar su nivel de riesgo para obtener un mayor

rendimiento, ya que esto le proporcionaria una mayor utilidad. Analogamente, si se

encontrara en el punto “d”, la tasa marginal de substitucion serd mayor que la tasa marginal
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Te

de transformacion (TMSy. ,, >TMT;s ), por lo que el banco estaria dispuesto a

disminuir su nivel de riesgo aunque eso provocara una disminucién en el rendimiento, ya
que esto aumentaria su utilidad. En ambos casos, el banco cambiard su cartera de créditos y
repetird esta operacion hasta llegar al punto “a” en el que su utilidad ya no puede aumentar

mas, es decir, hasta el punto donde se igualen la relacion a la que un banco esta dispuesto a

sacrificar rendimiento para correr un menor riesgo (TMS\Elec wv,) Y la relacion a la que el

mismo banco puede obtener mayor rendimiento por incurrir en un mayor riesgo
(-I-'\/I-I-vzcu?c IV, )

Implicitamente el esquema descrito supone el conocimiento, por parte de los
bancos, de la distribucion de probabilidad de incumplimiento (caracterizado mediante el
vector de probabilidades esperadas de impago y la correspondiente matriz de varianza-
covarianza) y del rendimiento esperado de cada uno de los créditos, para poder jerarquizar
las alternativas de eleccidn de acuerdo a la estructura de preferencias de los bancos.

La implicacion mas importante del modelo es que tiene aplicacion directa a créditos
bancarios y permite incluir instrumentos de captacion bancaria dentro del problema de
seleccion de cartera. Es decir, el modelo permite a los bancos determinar la composicién de
la cartera de crédito y su fondeo de manera simultanea.

Por altimo, recuérdese que el interés de un banco se enfoca en poseer una cartera de
crédito eficiente que maximice su nivel de utilidad. Por otro lado, el interés de los
reguladores financieros se enfoca en que un banco cuente con un nivel de capitalizacion
suficiente para hacer frente al riesgo en que incurre. Por medio de la desigualdad (2.3), que

relaciona la suficiencia de capital con el monto en riesgo -como proporcion del valor total
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de la cartera- en que incurre un banco, los reguladores bancarios pueden determinar si un
banco cuenta con un nivel de capital adecuado para enfrentar el riesgo que asume,

independientemente de que su cartera de credito sea 0 no eficiente.

2.6. Teoria de Seleccion de Cartera bajo la Existencia de una Tasa Libre de Riesgo

Hasta el momento se ha supuesto que todos los créditos existentes en el mercado son
riesgosos, es decir, todos ellos poseen cierta probabilidad de caer en impago. En este
apartado se permitira la existencia de un instrumento libre de riesgo y se estudiaran los
efectos que esto tiene sobre la frontera eficiente de crédito. Un instrumento libre de riesgo
es un instrumento cuyo rendimiento esperado es seguro. Un instrumento libre de riesgo en
el esquema valor en riesgo-rendimiento esperado, es aquel que ofrece un rendimiento sin
tener que incurrir en algun nivel de valor en riesgo. Una propiedad importante de dicho
instrumento es que no se encuentra correlacionado con ningan crédito del mercado. Al ser
el Unico instrumento que carece de probabilidad de incumplimiento, su correlacion con la
probabilidad de impago del resto de los créditos es nula.

Sea “r¢” el rendimiento del instrumento libre de riesgo y sea cero su valor en riesgo

(VaR’=0). Sean r_ y VaR:" el rendimiento esperado y el valor en riesgo, respectivamente,

de una cartera de crédito cualquiera “c”. Si “A” es una cartera que se compone de una
proporcion “y” del instrumento libre de riesgo y de una proporcion “1-y” de la cartera de
crédito “c”, entonces el rendimiento esperado y el valor en riesgo de la cartera “A” estan

dados por:
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ra=y-r +Q=y)-r, (2.17)
y
VaR; =(1-y)-VaR;. (2.18)

Como se observa en (2.17), el rendimiento esperado de una cartera formada por un

instrumento libre de riesgo y una cartera de crédito “c” es igual al promedio ponderado del

rendimiento esperado de ambos. Por otro lado, el valor en riesgo de dicha cartera es igual al

valor en riesgo de “c” ponderado por la proporcidn que “c” representa de la cartera “A”.

De las ecuaciones (2.17) y (2.18) se observa gque la combinacién de una cartera de

crédito cualquiera y un instrumento libre de riesgo, dentro del esquema rendimiento

esperado-valor en riesgo, da origen a lineas rectas semejantes a las ilustradas en la grafica

2.5. Obsérvese que la linea “riZ” resulta de la combinacion entre el instrumento libre de

riesgo y la cartera tangente “T".

Al permitir la existencia de una
tasa libre de riesgo, la frontera eficiente
de crédito (XY) derivada en el apartado
2.4.2 queda dominada por las
combinaciones entre el instrumento libre
de riesgo (rs) y el portafolio de crédito
tangente (T). Dichas combinaciones

permiten obtener el mismo nivel de

Frontera eficiente de crédito
r. A con laexistencia de una
tasa libre de riesgo

>
VaR? N,
Grafica 2.5. Frontera eficiente de crédito con la

existencia de una tasa libre de riesgo a la que un
banco puede prestar y pedir prestado

rendimiento esperado que la linea “XY” incurriendo en un valor en riesgo menor. Si una

cartera de crédito eficiente es aquella que cumple con las tres premisas de la definicion 2.1,
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la frontera eficiente de crédito, en un mundo donde existe una tasa libre de riesgo (r;) a la
que un banco puede prestar y pedir prestado, estd compuesta por las combinaciones entre la
cartera de crédito tangente (T) y la tasa libre de riesgo (rs). El segmento “riT” contiene las
combinaciones en las que un banco invierte parte de su cartera en “T” y el resto de ella en
el instrumento libre de riesgo. En el punto “T” de la frontera eficiente, la cartera de un
banco estd completamente invertida en la cartera de crédito tangente. El segmento “TZ” de
dicha frontera contiene aquellas combinaciones en las que un banco se va corto en el
instrumento libre de riesgo e invierte el dinero en la cartera de credito “T”.

Bajo este nuevo esquema, el proceso de seleccion de cartera de crédito de un banco
se lleva a cabo en dos etapas. En la primera cada banco debe seleccionar el unico portafolio
optimo de crédito (T). En la segunda, de acuerdo con su esquema de preferencias, el banco
escogera la combinacion entre el instrumento libre de riesgo y la cartera Optima de crédito
(T) que maximiza su utilidad. De igual forma que cuando no existe un instrumento libre de

riesgo, la tasa marginal de sustitucion entre el rendimiento esperado y el valor en riesgo y la

tasa marginal de transformacion entre ellos deben igualarse (TMSy, ,, =TMT, ,, ) para

al

gue el banco maximice su utilidad.
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Capitulo 3. Modelo de Asignacion de Precios de Creédito Bancario

(MAPCB)

En el capitulo anterior se derivé un modelo de seleccion de cartera de crédito para un banco
que actla de manera individual. En dicho modelo, el banco encuentra el portafolio de
crédito que maximiza su utilidad dentro de un conjunto eficiente de alternativas de
inversion. Si todos los bancos actlan de esta forma, debe ser posible analizar su
comportamiento colectivo y el impacto que este tiene sobre el rendimiento y el precio de
los créditos en el mercado.

En el presente capitulo serd derivado un modelo de equilibrio general que permitira
determinar la medida de riesgo relevante para cualquier cartera de credito del mercado y
la relacion que guarda dicho riesgo con el rendimiento esperado y el precio de los

créditos, cuando el mercado de crédito se encuentra en equilibrio.
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3.1. Equilibrio en el Mercado de Credito

Antes de proceder a la derivacion del modelo, y como en toda teoria econdémica, es
necesario hacer algunos supuestos sobre los cuales descanse la construccion del mismo.
Primero, todos los bancos tienen el mismo horizonte de tiempo de inversion de un periodo,
es decir, los bancos eligen su cartera de crédito al inicio de un periodo (t=0) y reciben las
ganancias o las pérdidas producto de su eleccion al final del mismo (t=1). Segundo, los
créditos son infinitamente divisibles, dicho de otra forma, un banco puede otorgar cualquier
fraccion de un crédito. Tercero, todos los bancos pueden prestar y pedir prestado a una
Unica tasa libre de riesgo (r;). Ademas, un banco puede endeudarse ilimitadamente a dicha
tasa. Cuarto, los bancos acttan en un mercado de competencia perfecta, es decir, ninguno
de ellos puede afectar el rendimiento de los créditos actuando de manera aislada. Solo el
comportamiento conjunto de los bancos puede repercutir en el mercado. Quinto, los bancos
basan sus decisiones de inversion de cartera exclusivamente en términos del valor en
riesgo (VaR) y del rendimiento esperado de los créditos (r). Sexto, todos los participantes
en el mercado tienen expectativas homogéneas. Esto quiere decir que todos tienen la misma
percepcidn sobre el rendimiento esperado y las probabilidades de incumplimiento de todos
los créditos del mercado asi como de las respectivas correlaciones entre estas Gltimas. Por
ultimo, la informacion necesaria se encuentra libremente disponible para todos los
participantes en el mercado.

En el capitulo anterior se vio que al introducir una tasa libre de riesgo (rf), la
frontera eficiente “XY” queda dominada por las combinaciones entre dicha tasa y el

portafolio tangente de crédito (T). Estas combinaciones conforman la nueva frontera
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eficiente de crédito bancario y se

ol
»
»

encuentran representadas por la linea

recta “riZ” en la gréafica 3.1. El
Cartera Optima de crédito

para un banco segmento  “rfT”  contiene las

{ combinaciones en las que un banco

Var™ M, invierte parte de su carteraen “T”y

Gréfica 3.1. Cartera 6ptima de crédito de un banco bajo la el resto en el instrumento libre de
existencia de una tasa libre de riesgo (r;) a la que se puede

prestar y pedir prestado riesgo. En el punto “T” la cartera de
un banco estd completamente invertida en la cartera de crédito tangente. Finalmente, el
segmento “TZ” contiene aquellas combinaciones de inversion en las que un banco se va
corto en el instrumento libre de riesgo e invierte el dinero obtenido en la cartera de crédito
“T”.

El problema de seleccion de cartera que enfrenta un banco bajo este esquema se
resuelve en dos pasos. Primero, el banco debe seleccionar el Gnico portafolio 6ptimo de
crédito (T). Segundo, de acuerdo con su estructura de preferencias, el banco debe elegir la
combinacidn entre el instrumento libre de riesgo y la cartera de crédito “T” que maximice
su utilidad.

Si los bancos tienen expectativas homogéneas todos ellos se enfrentan al mismo
problema, de manera que, independientemente de sus preferencias, todos ellos escogeran un
portafolio de inversion que contenga la cartera de crédito “T”. Dicho de otra forma, si los
bancos tienen expectativas homogeéneas, la combinacion Optima de crédito (T) para
cualquier banco puede ser determinada sin tener conocimiento de sus preferencias hacia el

riesgo y el rendimiento. Dado que todos los bancos poseen una cartera de crédito riesgosa
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de composicién idéntica (T), como parte de su portafolio de inversion, dicha combinacién
sera llamada: la cartera de mercado (M).

En la grafica 3.2 se observa la
funcion de utilidad de tres bancos distintos.
El banco uno prefiere invertir parte de su
cartera en la combinacion de mercado y el
resto de ella en el instrumento libre de

riesgo. El banco dos invierte toda su cartera

VaR? .,
El banco tres se va corto en el instrumento Gréfica 3.2. Eleccion del portafolio dptimo de
los bancos con expectativas homogéneas

en la combinacion de créditos de mercado.

libre de riesgo para invertir una cantidad de
dinero mayor en la cartera de mercado. Es facil observar que los tres bancos incluyen la
combinacion o cartera de mercado (M) dentro de su portafolio de inversion.

Una propiedad de la cartera de crédito “M” es que se encuentra formada por todos
los créditos del mercado. La proporcion que cada crédito representa de la cartera “M” es
igual a la proporcion que el monto de cada crédito representa del monto total de créditos
otorgados en el mercado. Para ver porqué, supongase que existe un crédito que no se halla
dentro de la cartera “M” o que si se halla pero que representa una proporcién de “M”
distinta a la antes mencionada. La busqueda de los bancos por otorgar créditos en la
combinacion “M” y la falta de interés en el crédito que no se encuentra en ésta, provoca
una revision en el rendimiento de los créditos. El rendimiento esperado de los créditos que
componen “M” sufriria una caida que desplazaria “M” (y los créditos que la componen)

hacia abajo.
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Analogamente, el rendimiento esperado del crédito que no se encuentre en “M”
subiria y las combinaciones que incluyan dicho crédito se desplazarian hacia arriba. El
cambio en rendimientos haria mas atractivas las oportunidades de inversion que contengan
el crédito no incluido en “M” o que tengan proporciones de inversion distintas a las de la
cartera de mercado. Lo anterior provocaria una revision en la conducta de los bancos. Esta
nueva conducta por parte de los bancos provocaria un cambio en la demanda de los créditos
y un nuevo ajuste en el rendimiento de los mismos. EIl proceso continuaria hasta que el
rendimiento de los créditos se ajustara de manera tal que la cartera de crédito de mercado
(M) se componga de todos los créditos existentes en el mercado, en la proporcion que cada
uno de ellos representa del mercado de crédito.

Dado que la frontera eficiente de crédito, dada por la linea “r;Z”, es la misma para
todos los bancos, existe una relacion directa entre el rendimiento esperado y el valor en
riesgo para cualquier portafolio eficiente de crédito. Segun dicha relacion, podemos decir
que cuando el mercado esta en equilibrio, el rendimiento esperado de un portafolio
eficiente de crédito es igual a la tasa libre de riesgo méas un sobreprecio por cada unidad
de valor en riesgo en que se incurra.

Matematicamente, lo anterior puede expresarse de la siguiente manera: Sea “r.. " el
rendimiento esperado de una cartera eficiente de crédito, sea “r;” la tasa libre de riesgo, sea
“r,, " el rendimiento esperado de la cartera de crédito de mercado (M) y sean VaRg NV, Y
VaR (. NC* el valor en riesgo -como proporcion del valor total de la cartera- de la cartera de

mercado (M) y de una cartera eficiente de crédito “c*”, respectivamente. Entonces, el

rendimiento esperado de cualquier cartera eficiente de crédito esta dado por:
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Ny — I VaR(f’*
VaR,, V.
Vi

Fee =1

(3.1)

La tasa libre de riesgo (r;) puede interpretarse como el precio del tiempo, dicho de

otra forma, “r;” es el rendimiento que se obtiene por la espera. La pendiente de la ecuacion

ry —r
(3.1) | - ' | equivale al incremento en el nivel de rendimiento esperado que puede
VaRj; V,

obtenerse por aceptar una unidad mas de valor en riesgo, por lo que puede considerarse

como el precio del valor en riesgo. Finalmente, el VaR% V.. es el nivel de riesgo en que el

c*

banco esta dispuesto a incurrir.

En la gréfica 3.3 se
observa que la frontera eficiente
de crédito cuando existe una tasa
libre de riesgo y la LMCB son la

misma. La pendiente de ambas es

.. >
el aumento en el rendimiento VaR"/V
c C

) Gréfica 3.3. Linea de Mercado de Crédito Bancario
esperado que se obtiene por (LMCB)

aceptar una unidad méas de riesgo. De modo que, como se menciond anteriormente, el
rendimiento esperado de cualquier cartera eficiente de crédito es igual al rendimiento libre
de riesgo mas el precio del riesgo por el nimero de unidades del mismo en que un banco

incurra.
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3.2. La Linea de Mercado de Crédito Individual (LMCI)

La Linea de Mercado de Credito Bancario (LMCB) establece la relacion entre el
rendimiento y el riesgo para las carteras eficientes, pero no proporciona informacion
respecto al rendimiento de equilibrio de los créditos bancarios individuales o de las carteras

no eficientes de crédito. Para determinar el
-4 LMCB

rendimiento esperado de equilibrio de un
crédito individual “i”, es necesario tomar su

contribucion al valor en riesgo de la cartera de

mercado. En la gréfica 3.4, la curva “iMi’”

>

o - - -
VaR¢ N, representa las combinaciones posibles entre el
Gréfica 3.4. Relacién entre el portafolio de
mercado (M) y el i-ésimo crédito

crédito “i” y la cartera de mercado (M).
Notese que todas las curvas de este tipo son tangentes a la LMCB en el punto “M”; es
decir, son tangentes a la cartera 6ptima de crédito o cartera de mercado (M). Si lo anterior
no fuera cierto, la curva “iMi’” intersectaria a la LMCB en algin punto, entonces una parte
de la region factible de crédito se encontraria por encima de la frontera eficiente, lo que por
definicion es imposible.!

Sea 1[=[7Z'1 T, e 7Z'N] el vector-N de las probabilidades de impago (x ;) de los

créditos de la cartera de mercado, sea F=[f, f, --- f,] el vector-N que representa la

cartera de credito de mercado, sea “z,” la variable normal estandarizada para el nivel de

! Véase definicion 2.1 en la pagina 29.
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2
0y 0 0 Oy
o 0'2 e O
confianza de “o” ysea M=| 2 "2 2N 1 la matriz-NxN de varianza-covarianza
2
Ony Onz 0 Oy

2 »

de las probabilidades de impago de la cartera de mercado, donde “o/ ” es la varianza de la

2

probabilidad de impago del crédito i-ésimo crédito y “o,” es la covarianza del

ij
incumplimiento entre el crédito “i”y el “j”. Entonces, utilizando la expresion para el valor
en riesgo planteada por Marquez, J. y Lopez, C. (1999), el valor o monto en riesgo del

portafolio de crédito de mercado (M) es igual a:

VaR: =n'F+2z,/[FTMF (3.2)
Anélogamente, sea &, =[z, 0 --- 0] el vector-N que contiene la probabilidad de
impago del crédito “i”, sea F, =[fi o -- 0] el vector-N que contiene el i-ésimo crédito

de la cartera de mercado, sea “z,” la variable normal estandarizada para el nivel de

o’ 0 - 0
. 0 -+ 0 . . .
confianza de “a”ysea M, =| . . . _ | lamatriz-NxN que contiene la varianza de la
0O 0 - 0

probabilidad de impago del i-ésimo crédito de la cartera. Entonces, el valor en riesgo para

un crédito individual “i” estd dado por:

VaR? =nF, +2,.[FTMF, (3.3)
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Ahora, sea “c” una cartera de crédito formada por una proporcion “A” del i-ésimo

crédito y una proporcion “1-A” de la cartera “M” con rendimiento esperado (r,) igual a:

r,=Ar+1-A)r, (3.4)

entonces su valor en riesgo (VaR;"), expresado como proporcion del total de su valor (V¢),

es igual a:

VaR? VaRZ(A-i,(1-2)-M) VaRZ(-i,(1-2)-M),
V, V, V, +V,,

(3.5)

Substituyendo (3.2) y (3.3) en (3.5), la ecuacion anterior equivale a:

VaR® A-mF+(@Q-4)-n'F+z, \/AZ ‘F'MF, +(1-2)° -FTMF +22(1-2)-F'K,F

V., V, +V,
(3.6)
0 oy 0 |
donde K, =|o, - 0 --- o, | es la matriz de covarianza de la probabilidad de
0 - oy 0

impago del crédito “i” con la de los restantes “N-1"" créditos del mercado.
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Sea “X” el vector-N que contiene los créditos de la cartera de mercado (M),
expresados como proporcion del valor total de la cartera “c” (V.), sea “X;” el vector-N que
contiene el i-ésimo crédito expresado también como proporcion del valor total de la cartera

“c” (V¢). Entonces, el valor en riesgo de la cartera de crédito “c”, expresado como

proporcion del total de su valor (VaR: V, ), esta dado por:

Vz\i/Rc =An/ X, +(1-A)n'xX+z, x//linTMiXi +(1-2)°X"Mx + A(1- )X K;x

c

(3.7)

donde Am/x, +(1—-A)n'x y za\//IZXiTMixi +(1-2)*x"Mx + A(L—- A)x K x representan

el incumplimiento esperado y la varianza total de las pérdidas de la cartera “c”,
respectivamente. El incumplimiento esperado esta formado por una proporciéon “A” de la
probabilidad esperada de impago del crédito “i” y una proporcion “1-1” de la probabilidad
esperada de impago de la cartera de mercado (M). Mientras que la varianza total de las
pérdidas de la cartera “c” depende de la varianza de las pérdidas del i-ésimo crédito
(A% M.x,), de la varianza de las pérdidas de la cartera de mercado ((1—-A)°x"Mx )y de
la covarianza de impago entre el crédito “i” y los restantes “N-1" créditos de la cartera de
mercado (A(1—2)x 'K x).

Proposicion 3.1. Sea “c” una cartera de crédito formada por una proporcion “A” del
crédito individual “i” y una proporcién “1-1” de la cartera de mercado (M). Sean ademas,
su rendimiento esperado igual a (3.4) y su valor en riesgo, como proporcion del total de su

valor, igual a (3.7). Si el mercado se encuentra en equilibrio y el rendimiento esperado de
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una cartera eficiente estd dado por la LMCB (ecuacion (3.1)), entonces, el rendimiento

esperado de equilibrio del crédito individual “i” esta dado por:

(ry —r¢) n_TX_+27a(rM_rf) Oim
I I

N VaRe N, 2 VaRE N, oy

Resolviendo.? La pendiente de la curva “iMi’” es el cambio en el rendimiento
esperado de la cartera “c” entre el cambio en el valor en riesgo de la misma. Dicho de otra
forma, la pendiente de la curva “iMi’” expresa el cambio en el rendimiento esperado
producto de incurrir en una unidad mas de valor en riesgo. Matematicamente esta relacion

Se representa por:

dre
. da (3.9)
dVaR% dVaR%
dA

El lado izquierdo de la ecuacion (3.8) es el cambio en el rendimiento esperado de la cartera
“c” producido por un cambio en el valor en riesgo de la misma. ElI numerador del lado
derecho de la ecuacion representa el cambio en el rendimiento esperado de la cartera “c”

producto de un cambio en las proporciones de inversion entre el crédito “i” y el portafolio

“M”. Anédlogamente, el denominador de lado derecho representa el cambio en el valor en

2 El 4lgebra més detallada puede encontrarse en el Apéndice 3.1. Linea de Mercado de Crédito Individual
(LMCI).
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riesgo de la cartera “c” producido por un cambio en las proporciones invertidas en el
crédito “i”y en el portafolio “M”.
Derivando la ecuacién (3.4) c.r.a. “A” se obtiene el numerador del lado derecho de

la ecuacion (3.8):

o
o

=r—ry (3.9)

Derivando la ecuacion (3.7), cra. “A” 'y rescribiendo o}, =X MX,
A=22X'M X, +(L-A)°X"Mx + AL- A)X'K X, o4, =X K;x y o/ =xM,X; se obtiene el

denominador del lado derecho de la ecuacion (3.8):

VaR?
d V z 1
dﬂc =@ X+ X+ \&(ﬂaf + Aot —of + > —MiMJ (3.10)

Substituyendo (3.9) y (3.10) en (3.8) se obtiene la pendiente de la curva “iMi’”:

., _ il (3.11)

La pendiente de la curva “iMi’” y la de la Linea de Mercado de Crédito Bancario
(LMCB), derivada en el apartado anterior, son iguales cuando “A=0. Entonces, igualando

ambas lineas es posible obtener la contribucion del crédito “i” al riesgo de mercado Yy, por
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lo tanto, la relacion entre el rendimiento esperado (r;) del i-ésimo credito y su riesgo

relevante.

Evaluando la ecuaciéon (3.11) en el punto “A=0", ésta se reduce a:

dr; 3 r—r, (3.12)

c
d\ﬂ TX + X+ [10-'“/'_0“2/'}
V, o oy \ 2

ry —r
Del apartado anterior se sabe que la pendiente de la LMCB es igual a L
VaRj V,,

Igualando la pendiente de ambas curvas se tiene:

ar.  _ il _ ol (3.13)

o Z o
d VaR, X+ X+ (10”\,' —O'f,lj VaRy Vy
V. Oy

y despejando para “r; ” se obtiene la relacion entre el rendimiento esperado de un crédito

individual “i” y su riesgo relevante, expresada por la Linea de Mercado de Crédito

Individual (LMCI):

oy mn) ez o) o
VaR{ NV, 2 VaRg N, oy,

(3.14)
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La LMCI muestra que el riesgo relevante para determinar el rendimiento esperado
de un crédito individual deja de ser el riesgo total. En particular, muestra que el
rendimiento esperado de cualquier crédito “i” depende de la tasa libre de riesgo (rs) Yy de
dos sobretasas. La primera de ellas depende de su propio impago esperado, como

proporcion del valor total de la cartera de mercado (M). Cada unidad de impago esperado

en que incurre un banco debera pagar una sobretasa de rendimiento esperado igual a

M, por lo que dicha sobretasa puede ser interpretada como el precio del
VaR; N,

incumplimiento esperado. La segunda de ellas depende del riesgo sistémico, que proviene
de la relacion entre la probabilidad de impago del crédito “i” y la probabilidad de impago

de los restantes N-1 créditos del mercado, es decir, de la sensibilidad del incumplimiento

del i-ésimo crédito al incumplimiento del mercado. Cada unidad de riesgo sistémico sera

compensada con un aumento en el rendimiento esperado igual a Z«. (5, _Ar;) . Dicha
2 VaRy N,

sobretasa puede ser interpretada como el precio del riesgo sistémico. Tanto el precio del
riesgo sistémico como el de impago guardan relacion directa de la prima de riesgo del
mercado (r,, —r, )y relacion inversa con el valor en riesgo del mercado (VaRy V,, ).

La relacion entre el precio de ambas fuentes de riesgo dependera del nivel de

confianza elegido para medir el VaR. Sea “pe” el precio del incumplimiento esperado y sea

“ps” el precio del riesgo sistémico, la relacidn entre ellos esta dada por:

z,>2 p. — P, <0

pe - ps =124 =2 pe - ps =0 (315)
2,<2  p,—p,>0
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Segun la ecuacion anterior siempre que la variable normal estandarizada (z,) tenga
un valor menor a dos, el precio del riesgo sistémico sera menor que el precio del
incumplimiento esperado. Como “z,” es una funcion creciente del nivel de confianza
elegido (o) y dado que estd comunmente aceptado que no deben tomarse niveles de
confianza menores a 90%, ya que esto implicaria un nivel de riesgo muy alto, y que
tampoco es recomendable tomar valores mayores a 97.5%, pues se estaria incluyendo
valores aberrantes de la distribucidn, en la préactica el precio del impago esperado debe ser
siempre mayor que el precio del riesgo sistémico.® En otras palabras, la compensacion, en
términos de rendimiento esperado, por incurrir en una unidad méas de impago esperado
debe ser mayor que la compensacién por incurrir en una unidad mas de riesgo sistémico,
proveniente de la sensibilidad al mercado.

Es interesante notar que el rendimiento esperado de cualquier crédito que no tenga
correlacion negativa con el mercado, siempre serd& mayor a la tasa libre de riesgo

(r>r, Vi|o, >0). Si la covarianza de incumplimiento del i-ésimo crédito con el

1
mercado es mayor a cero (oijm>0), es facil notar que el rendimiento esperado de dicho
crédito es igual a la tasa libre de riesgo méas dos sobretasas positivas, por lo que el
rendimiento esperado de dicho crédito es estrictamente mayor a la tasa libre de riesgo. Si la

probabilidad de impago de un crédito tiene correlacion nula con el incumplimiento de la

cartera de mercado (oim=0), el riesgo sistémico desaparece, ya que ™ _g. No obstante,
Om

no existe forma de desaparecer el riesgo proveniente del impago esperado, ya que todos los

3 El valor de la variable normal estandarizada para niveles de confianza de 90% y 97.5% es de 1.28 y 1.96,
respectivamente (z.go =1.28 y 2 975 =1.96). Canavos, G. (1988), pp. 616-618.
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créditos, al no ser libres de riesgo, tienen una probabilidad de incumplimiento mayor a cero
(7i=>0). Por lo tanto, el impago esperado de cualquier crédito que tenga correlacion nula con
el mercado siempre serd positivo, por lo que también se cumple que el rendimiento
esperado de dicho crédito es mayor al rendimiento libre de riesgo. Entonces, es posible
afirmar que el minimo rendimiento esperado de un crédito “i” que no tenga correlacién
negativa con el mercado sera igual a la tasa libre de riesgo mas el sobreprecio del nivel de
impago esperado por el nimero de unidades de este riesgo en que incurra.

Reordenando la ecuacion (3.14) y re-expresando el impago esperado del i-ésimo
crédito como “y;” y su riesgo sistémico como “B;” se obtiene una expresion alternativa
para la relacion entre el rendimiento esperado de un crédito individual “i” y su riesgo

relevante:

(rM_rf) z,
=re+7; 'meﬁi s

M (3.16)
VaRj; V,

Basandonos en la ecuacion anterior, que muestra la relacion entre el rendimiento
esperado y el riesgo relevante para un crédito individual “i”, es posible derivar la misma
relacion para cualquier cartera de crédito, ya sea eficiente o no eficiente. El resultado
encontrado parece ser bastante atractivo. En la ecuacion (3.17) se observa que el coeficiente
“y” para una cartera “c”, es simplemente el promedio ponderado de los coeficientes
gamma de los N-créditos que compongan dicha cartera. Analogamente, el coeficiente “p”

para una cartera “c”, es el promedio ponderado de los coeficientes beta de los N-creditos

individuales que componen dicha cartera.
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ol G ) e

1 VaRy; V,, -1 VaRj; Vy,

Generalizando, se puede decir que el riesgo relevante -formado por el impago
esperado y el riesgo sistémico- para un portafolio o cartera de crédito “c” es igual a la
suma ponderada del riesgo relevante individual de los créditos que lo componen. El lector

no tardara en darse cuenta que la beta y la gamma de mercado son iguales a uno.
3.2.1. Equilibrio en la Linea de Mercado de Crédito Individual

En la gréafica 3.5 se observan los créditos “a” y “b” que poseen distinto nivel de riesgo y
de rendimiento. Si se recuerda que el rendimiento esperado de cualquier cartera de crédito
“c” es igual al promedio ponderado del rendimiento esperado de los créditos que la
componen y que el riesgo relevante de dicha cartera también es igual al promedio
ponderado del riesgo relevante de los créditos incluidos en ella. Entonces, el rendimiento
esperado y el riesgo relevante de todas las carteras “c” -compuestas por las distintas
combinaciones entre los créditos “a” y “b”- caerdn sobre la linea recta que los une
(segmento “ab”).

Supdngase que existe un crédito “d” con el mismo nivel de riesgo relevante que el
crédito “c”, pero que ofrece un mayor rendimiento esperado que este ultimo. Si todas las
decisiones de inversion de cartera se basan en estos dos elementos -riesgo relevante y

rendimiento esperado-, dicho crédito no puede durar mucho tiempo ya que un banco tendria
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la posibilidad de obtener mayor utilidad
vendiendo en corto el crédito “c” e invirtiendo
ese dinero en el crédito “d”. Analogamente, si

12

existiera un crédito “e” con el mismo riesgo

relevante que “c” pero que ofrezca un menor

- p g
rendimiento esperado, un banco tendria la Var® AV,

. et s Gréfica 3.5. Condicion de equilibrio de la LMCI
oportunidad de vender en corto el crédito “e” e a

invertir ese dinero en el crédito “c”. Ambas operaciones de arbitraje serian realizadas por

2

los bancos hasta que los créditos “c”, “d” y “e

iz

ofrecieran el mismo rendimiento
esperado.

En equilibrio, el modelo derivado predice que el rendimiento esperado de una
cartera de crédito -formada por uno o mas créditos- puede ser completamente explicado por
el impago esperado de dicha cartera y el riesgo sistémico. No obstante, es evidente que esto
no sucede en la realidad, ya que no todo el valor en riesgo de una cartera proviene de estas
dos fuentes. El riesgo total de un crédito tiene tres componentes: el impago esperado, el
riesgo sistémico y el riesgo Unico. Los dos primeros no desaparecen con la diversificacion
de cartera y por lo tanto son recompensados por el mercado con un mayor rendimiento
esperado. Por el contrario, el riesgo Unico si desaparece con la diversificaciéon y, por lo
tanto, no es compensado por el mercado de crédito con un mayor rendimiento esperado.
Esta ultima fuente de riesgo es la que explica las desviaciones del rendimiento esperado de
las carteras con respecto al rendimiento esperado predicho por la LMCI.

Una implicacion importante de esto es que una cartera con alto valor en riesgo no

necesariamente debe ofrecer altos rendimientos, ya que parte de su riesgo puede provenir
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del riesgo Unico, que no es compensado por el mercado. En contraste, una cartera que
posea un nivel de impago esperado y/o una sensibilidad al mercado alta debera ofrecer un

alto rendimiento esperado.
3.3. Correspondencia entre Rendimiento y Precio de un Crédito

En los incisos anteriores se derivo la relacion entre el rendimiento esperado y el riesgo
relevante de los créditos. Para completar el modelo, en el presente apartado se presenta la
relacién existente entre el rendimiento esperado y el precio de los créditos.

[13%2]
1

El rendimiento esperado del crédito estd dado por la diferencia entre su pago
esperado y el monto de crédito otorgado, expresada como proporcion del monto de crédito
otorgado. Sea “E(g;)” el pago esperado que proporcionaria el i-ésimo crédito en un cierto

periodo de tiempo y sea “f;” el monto del préstamo otorgado “i”. Entonces, el rendimiento

esperado del credito “i” est4 dado por:

- E(goif) ~f, (3.18)

Recordando que la LMCI también predice el rendimiento esperado del crédito “i”, y

lo relaciona con su riesgo relevante, es posible igualarla con (3.18) para obtener:

(r 1)

v —r) _Ep)- 1,
VaRj; V,

VaRj; V,, f

=r+7- +,Bi'22a (3.19)
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(r 1)

Rescribiendo n=—-——— -~ en (3.19) y despejando para “f;”" se obtiene:
Varj, V,,

f = E(§0i2) (3.20)
I+ + (7, +7a'ﬁi)'77

Esta ecuacion muestra la relacion entre el monto de crédito otorgado “i” (fi), su
pago esperado (E(gi)) y su riesgo relevante ((y, +%’-ﬂi)-77). El numerador del lado

derecho de la igualdad es el pago esperado del crédito “i” en un cierto periodo de tiempo y
el denominador puede ser interpretado como una tasa de descuento. Mientras mayor sea el
riesgo relevante del crédito, mayor sera la tasa de descuento y, por lo tanto, la diferencia
entre el monto de crédito otorgado (f;) y el pago esperado del mismo (E(e;)) sera mayor.
Debido a que en el mercado de crédito es mas importante saber cual es el pago
esperado de un crédito que conocer el monto de crédito que debe ser otorgado -ya que este
se encuentra determinado por el proyecto de inversion y no por la oferta de crédito-, es

posible reordenar la ecuacion (3.20) para obtener el pago esperado del i-ésimo crédito:

E(@i):fi'[l_'_rf+(7/i+22a'ﬂi)'77j (3.21)

En la ecuacion (3.21) se observa que el pago esperado del crédito “i” depende de la
tasa libre de riesgo (r¢ ), del impago esperado (y;) y del riesgo sistémico (Bi), ademas del
nivel de confianza elegido para medir el valor en riesgo. Es facil observar que el

diferencial entre el monto del i-ésimo crédito otorgado y el pago esperado de dicho crédito
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se incrementa a medida que se incurre en un mayor riesgo relevante, ya sea producto de un

mayor i

3.4.Un

mpago esperado o de un mayor riesgo sistémico.

ejemplo numérico

Para comprender mejor el modelo, se presentara a continuacion un ejemplo numérico, para

el cual seran tomados los datos del ejemplo 7.1 en Marquez, J. (2002). Supongase que el

mercado de crédito esta conformado por los 25 créditos siguientes:

Tabla 3.1. Mercado de Crédito

No. de Calificacién
Créditos ~_ A B C D E F G TOTAL
1 $4,728 $5,528 $3,138 $5,320 $1,800 $1,933 $358 $22,805
(3.63%) (4.25%) (2.41%) (4.09%) (1.38%) (1.49%) (0.28%) (17.52%)
2 $7,728 $5,848 $3,204 $5,765 $5,042 $2,317 $1,090 $30,994
(5.94%) (4.49%) (2.46%) (4.43%) (3.87%) (1.78%) (0.84%) (23.81%)
3 $4,831 $20,239 $15,411 $2,411 $2,652 $45,544
(3.71%) (15.55%) (11.84%) (1.85%) (2.04%) (34.99%)
4 $4,912 $2,598 $4,929 $12,439
(3.77%) (2.00%) (3.79%) (9.56%)
5 $5,435 $6,467 $11,902
(4.18%) (4.97%) (9.14%)
6 $6,480 $6,480
(4.98%)  (4.98%)
TOTAL $12,456 $11,376 $21,520 $31,324 $22,253 $9,259 $21,976 $130,164
(9.57%) (8.74%) (16.53%) (24.07%) (17.10%) (7.11%) (16.88%) (100.0%)

*Tomada del Cuadro 7.2 en Marquez, J. (2002), p.27.

Las cifras asignadas a cada crédito corresponden al monto de crédito otorgado (fi),

mientras que las cifras entre paréntesis expresan dicho monto como proporcion del mercado

de créd

ito (Xi).

Considérese ademas que los 25 creditos contenidos en el mercado tienen las

siguientes probabilidades de incumplimiento (7 ;):
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Tabla 3.2. Probabilidades de Incumplimiento (%)

Calificacién
A B C D E F G
1.65 3.00 5.00 7.50 10.00 15.00 30.00

*Tomada del Cuadro 7.1 en Marquez, J. (2002), p.26.

y que su matriz de varianza-covarianza (M) corresponde a la del Apéndice 3.4 del presente

trabajo.

Por Gltimo supongase que el rendimiento medio de los créditos en el mercado

corresponde al reportado en la tabla 3.3:

Tabla 3.3. Rendimiento Medio de los Créditos

No. de Calificacién

Créditos A B C D E F G
1 3.9% 5.5% 7.00% 10.0% 13.3% 18.7% 30.0%
2 4.0% 6.5% 8.00% 10.6% 12.0% 22.0% 33.8%
3 7.75% 11.5% 13.3% 18.6% 29.0%
4 7.75% 17.0% 33.4%
5 7.75% 33.8%
6 30.5%

Como se observa en la tabla 3.1, el valor total de la cartera de crédito de mercado
(Vwm) asciende a $130,164. Empleando la ecuacion (2.1), el Valor en Riesgo del portafolio

de mercado, para un nivel de confianza de 95% es igual a:

VaR.»> =F '+ z o.+/FTMF = 14,179 + 1.645 (21,178) = $49,017.

por lo que el Valor en Riesgo del mercado de crédito como proporcion del valor total del

mercado es igual a:
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VaR.» - 49,017
=X T+ Zo/X Mx=— =37.66%
v, 9 130164

Lo anterior significa que la méxima pérdida esperada del mercado con un nivel de
confianza de 95% es de $49,017, que representan el 37.66% del valor total del mercado de
crédito.

Realizando los calculos adecuados, el rendimiento esperado del mercado (r,,) es

igual a 13.83% Yy suponiendo que la tasa libre de riesgo (rs) es de 7.0%, entonces el
diferencial entre el rendimiento esperado de mercado y el rendimiento libre de riesgo es
igual a:

(r,, —r,) = (0.1383-0.07) = 6.83%.

Empleando la ecuacion (3.1), correspondiente a la Linea de Mercado de Crédito
Bancario (LMCB) y substituyendo en ella el valor en riesgo del mercado, como proporcion
del valor de la cartera de mercado, y el diferencial entre el rendimiento de mercado y la tasa

libre de riesgo, se obtiene:

VaR/.

VaR¢
007, 00683 VaR:

=0.07 +0.1813-
VaRy, V.. 3766 V.

c c*

Esta ecuacidn indica que por cada unidad de valor en riesgo en que desee incurrir un
banco, invirtiendo en la cartera de mercado o en cualquier otra cartera eficiente de crédito,

el mercado lo compensara con un rendimiento de 18.13%.
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Utilizando la Linea de Mercado de Crédito Individual (LMCI) y substituyendo el
valor en riesgo de la cartera de mercado y el diferencial entre el rendimiento del mercado y
((.i”

la tasa libre de riesgo, se observa que el rendimiento esperado de un crédito individual

se encuentra dado por la siguiente relacion:

I, —r , —r ) i
S (ry =) PN (h=1) o 007 00683 1 1645 00683 o,
VaRZ N, 2 VaR: N, oy 0.3766 2 03766 o,

. =0.07+0.1813 -7 [, +0.1491. T

Owm

La ecuacion anterior indica que por cada unidad de impago esperado en que incurra
un crédito, ésta debera pagar una sobretasa de rendimiento esperado igual a 18.13%,
mientras que cada unidad de riesgo sistémico debera pagar una sobretasa de 14.91%. Como
se menciond en el apartado 3.2., el precio del riesgo proveniente de impago es mayor que el
precio del riesgo sistémico.

En la tabla 3.4 se muestra la LMCI para cada uno de los 25 créditos contenidos en el
mercado. En la segunda columna se encuentra el rendimiento esperado predicho por la
LMCI y en las siguientes columnas se desglosan sus componentes. En la tercera columna se
observa la tasa libre de riesgo. En la cuarta y sexta columnas se encuentran las primas del
impago esperado (18.13%) y del riesgo sistémico (14.91%), respectivamente, y que

corresponden a los coeficientes de la ecuacion anterior. La quinta y séptima columnas

contienen las unidades de impago esperado (nx;) y de riesgo sistémico (Gﬂ) que posee
O

cada crédito. La dltima columna, que contiene la diferencia entre el rendimiento medio de
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los créditos y el rendimiento esperado predicho por el MAPCB, puede interpretarse como

el riesgo Unico de los créditos que desaparece con la diversificacion.

Tabla 3.4. Linea de Mercado de Crédito Individual (LMCI)

Diferencia entre

o Rendimiento Rendimiento Prima del Impago Pn_ma de Riesgo el rendimiento
Crédito . . Impago  Esperado Riesgo s
Esperado libre de riesgo L LS Sistémico  eserado y el
Esperado Individual Sistémico )
predicho
1 0.0736 0.0006 0.0232 0.0346
2 0.0742 0.0012 0.0268 -0.0058
3 0.0764 0.0019 0.0408 -0.0011
4 0.0785 0.0031 0.0530 -0.0215
5 0.0997 0.0117 0.1848 -0.0153
6 0.0744 0.0022 0.0265 -0.1126
7 0.0758 0.0030 0.0354 -0.0942
8 0.0733 0.0025 0.0193 -0.2647
9 0.0765 0.0013 0.0420 0.0215
10 0.0748 0.0012 0.0306 0.0048
11 0.0773 0.0019 0.0467 -0.0002
12 0.0806 0.0039 0.0664 -0.0394
13 0.1002 = 0.070 + 0.1813 0.0118 + 0.1491 0.1883 -0.0323
14 0.0762 0.0028 0.0384 -0.1099
15 0.0713 0.0008 0.0074 -0.2287
16 0.0915 0.0149 0.1258 -0.2460
17 0.0779 0.0010 0.0516 0.0379
18 0.0780 0.0013 0.0522 0.0130
19 0.0796 0.0021 0.0616 0.0021
20 0.0822 0.0033 0.0780 -0.0238
21 0.0745 0.0014 0.0287 -0.0585
22 0.0770 0.0027 0.0436 -0.1430
23 0.0805 0.0061 0.0631 -0.2095
24 0.0889 0.0114 0.1128 -0.2451
25 0.0942 0.0149 0.1442 -0.2108

Es facil observar que en la mayoria de los casos el rendimiento predicho por la
LMCI es inferior al observado, lo que significa que en la mayoria de los casos, el riesgo
unico es positivo. Generalmente, esto se debe a factores individuales de los créditos que
hacen aumentar su riesgo individual. En los casos en los que el riesgo nico es negativo se

debe a que dichos créditos poseen factores individuales que hacen disminuir su riesgo.
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Conclusiones

A mediados de la década de los ochenta, el mercado de crédito mundial comenzd a
experimentar una serie de cambios que hicieron mas dificil la valuacion del riesgo de
crédito. Como resultado, surgid la preocupacién por emplear nuevos esquemas en la
medicion del riesgo de crédito que no estuvieran basados en el conocimiento exhaustivo del
solicitante y que tomaran en cuenta la probabilidad de ocurrencia del incumplimiento, asi
como la magnitud de las pérdidas asociadas a dicho evento. Es a principio de los 90’s,
cuando los participantes en el mercado de crédito llegaron al consenso de emplear el Valor
en Riesgo (VaR), que habia tenido buenos resultados dentro del mercado de activos
financieros, para medir y controlar el riesgo de credito.

Desde sus origenes, los distintos paradigmas para medir el riesgo de crédito
mediante el empleo del VaR enfocaron su atencién en la busqueda de la distribucion de

probabilidad de las pérdidas lo mas apegada posible a la realidad. Este hecho llevo la
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modelacion a tal grado de complejidad que obligo a recurrir a técnicas numericas para la
obtencion de la distribucién de probabilidad de las pérdidas, dificultando asi el acceso a un
esquema integral riesgo-rendimiento de crédito mediante su aplicacion.

En 1999 fue planteado el paradigma de medicion de riesgo de crédito Concentration
Risk in Bank Loan Portfolio’s que, a juzgar por la bibliografia revisada, parece ser el Gnico
que ofrece una expresion cerrada para la distribucién de probabilidad de las pérdidas, por lo
que abre la posibilidad de completar uno de los aspectos mas importantes y poco estudiados
del riesgo de crédito: la relacion entre el riesgo y el rendimiento de los creditos.

El objetivo del presente trabajo fue encontrar la relacion explicita entre el
rendimiento esperado y el riesgo relevante de los creditos empleando la expresion cerrada
para la distribucién de las pérdidas ofrecida por el paradigma Concentration Risk in Bank
Loan Portfolio’s. Como primer paso, se desarroll6 un modelo de seleccion de cartera de
crédito para un banco que actua de manera individual. En dicho modelo, el banco encuentra
el portafolio de crédito que maximiza su utilidad dentro de un conjunto eficiente de
alternativas de inversion. Para realizar la eleccion de portafolio, el esquema de preferencias
del banco fue modelado mediante el Teorema de Maximizacion de la Utilidad Esperada,
mientras que para identificar la region factible de inversion fue introducido el concepto de
frontera eficiente de credito.

El resultado obtenido en este primer modelo es una ecuacién para las proporciones
eficientes de inversion de cartera de crédito, que puede ser resuelta utilizando métodos
numéricos. En dicha ecuacion, las proporciones eficientes de inversion dependen del
rendimiento esperado de los créditos, de su probabilidad de incumplimiento y de su

respectiva matriz de varianza-covarianza, asi como del nivel de confianza elegido por el
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banco para medir las pérdidas. Es interesante notar que el modelo permite determinar la
composicion de la cartera de crédito y del fondeo de manera simultanea.

Con base en este primer modelo fue derivado un modelo de equilibrio general que
permite determinar la medida de riesgo relevante para cualquier cartera de crédito del
mercado y la relacion que guarda dicho riesgo con el rendimiento esperado y el precio de
los créditos, bajo condiciones de equilibrio en el mercado de credito.

Este segundo modelo plantea que el problema individual de seleccién de cartera que
enfrenta un banco, bajo el esquema rendimiento esperado-valor en riesgo, puede resolverse
en dos pasos. Primero, el banco debe seleccionar el Unico portafolio éptimo de crédito que
existe en el mercado. Segundo, de acuerdo con su estructura de preferencias, el banco debe
elegir la combinacion, entre el instrumento libre de riesgo y la cartera de crédito 6ptima,
que maximice su utilidad. A partir de este hecho, fue posible encontrar una relacién
explicita entre el rendimiento y el riesgo de los créditos.

La Linea de Mercado de Crédito Bancario (LMCB) establece la relacion entre el
rendimiento esperado y el riesgo para las carteras eficientes de crédito. Segun esta linea, el
rendimiento esperado de cualquier cartera eficiente de crédito es igual al rendimiento libre
de riesgo mas el precio del riesgo por el nimero de unidades del mismo en que un banco
incurra. El precio del riesgo, en este caso, depende directamente del diferencial entre el
rendimiento esperado del mercado y la tasa libre de riesgo y de manera inversa de la
proporcion que represente el valor en riesgo del mercado del valor total de la cartera de
mercado.

La Linea de Mercado de Crédito Individual (LMCI) establece la relacion entre el

rendimiento esperado y el riesgo relevante para cualquier crédito individual. En particular,
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el rendimiento esperado de un crédito cualquiera depende de su riesgo relevante y de la tasa
libre de riesgo. El riesgo relevante resulta estar compuesto por dos sobretasas. La primera
de ellas depende del impago esperado del crédito -como proporcion del valor total de la
cartera de mercado- y la segunda de ellas depende del riesgo sistémico, que proviene de la
relacion entre el incumplimiento del crédito individual y el incumplimiento del mercado.
Una propiedad interesante de la LMCI es que el riesgo relevante para una cartera de crédito
cualquiera es igual a la suma ponderada del riesgo relevante de los créditos que la
componen.

Debido a que la informaciéon requerida por el modelo se considera confidencial en la
mayoria de las ocasiones, la corroboracion empirica del modelo se ha dejado a los agentes
crediticios, asi como a los reguladores financieros que se encuentren interesados en acceder
a un esquema integral riesgo-rendimiento de crédito. Para esto, en uno de los apéndices del

trabajo se presenta el algoritmo para el calculo del MAPCB en Matlabé.
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Apéndice 2.1. Cartera Eficiente de Crédito Bancario

Sea “Xx” el vector-N de proporciones de inversion de la cartera de crédito, sea “z” el
vector-N de probabilidades de incumplimiento de los créditos y sea “M” la matriz de

varianza-covarianza de las probabilidades de incumplimiento. Entonces, sea “x z” el

incumplimiento esperado de la cartera como proporcion del total de su valor (V¢) y sea
“z,~/x"Mx " el incumplimiento no esperado de la cartera donde “z,” es la variable normal
estandarizada que corresponde al nivel de confianza de “«”. Entonces, el monto en riesgo

de una cartera de credito “c”, expresado como proporcion del valor total de la cartera, es

igual a:*

VaR?
;01/°:xTn+ 2, x"Mx (2.7)

c

y el rendimiento esperado de dicha cartera es igual a:

re=x'r. (2.8)

c

Proposicion 2.1. Cartera Eficiente de Crédito Bancario. Sea el valor en riesgo de
una cartera “c”, para un nivel de confianza de “«”, igual a VaR? /V, =x"mt + 2,/ X"Mx y

sea el rendimiento esperado de la cartera igual a r_°=x"r . Entonces, una cartera de crédito

bancario “c” es una cartera eficiente si y s6lo si el vector de proporciones de crédito “x” es

la solucion al siguiente problema cuadréatico:

Min XTm+ 2, /xTMx sa. X'r=r° ; x'1=1
o3

! Véase Marquez, J. y Lopez, C. (1999)
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Resolviendo. Formando el Lagrangeano, “x” es la solucion a:
L(X,A,0)= X'm+2z,/Xx"Mx —-A(X'r—r°) —-6(x'1-1) (2.9)

Utilizando un poco de calculo se obtienen las condiciones de primer orden (C.P.O.):

VL (X, 4,0)= T+ .Mx —ir -01=0 (2.10.2)
XxTMx
VL, (X)=r°-x'r=0 (2.10.b)
VL,(X)=1-x"1=0 (2.10.c)

donde “0”, en la ecuacion (2.10.a), es un vector-N de ceros.

Rescribiendo la desviacion estandar de las pérdidas como ~/x'Mx =o(x*) la

ecuacion (2.10.a) queda como:

_ (Ar + 61 — m)(x*)

Mx (A.2.1.1)
ZO(
y despejando (A.2.1.1) para “x*” se tiene:
*
= " M (i 4 01— ) (2.11)

YA

a

Premultiplicando la ecuacién (2.11) por “r'” y “1™ y utilizando (2.10.a) y (2.10.b)

se llega a:
*
(T = o = 7Y )rTM’l(/lr+o91—n) (2.12)
ZO{
y
£3
1Tx*=1=@f|vrl(zr+01—n) (2.13)
z

a

que son las restricciones del problema original evaluadas en el 6ptimo.
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Para encontrar el valor de “A”, se despejan (2.12) y (2.13) para za) "y se
o(x*

igualan para obtener:

z, _r'M*(r+01-m)
o (x*) re

=1"M*(Ar + 01— n) (A2.1.2)

acomodando términos, la ecuacion anterior es igual a:
rrM*(ir+01-m)=r°-1"M*(Ar + 01— ) (A.2.1.3)

desarrollandola se tiene:

ATMIrr+or'r M 1-rrM*z=r°- 21" r+01"M*1-1"M 'z (A.2.1.4)
reagrupando términos para “A” y “0” se llega a la ecuacion (A.2.1.5):

Arm=re T M r 40T —re T ML= (T = e 1T M tr =0 (A.2.15)
Factorizando la ecuacion anterior se llega a la condicion de ortogonalidad siguiente:

(r" —re 1M (ir + 61— m)=0 (A.2.1.6)
Despejando (A.2.1.5) para “A” se obtiene:

(rr=rea™ M (rT-re 1T MM

4= (rT —r°-1T)M*1r - (rT —r°-1T)I\/I’1r

(A2.1.7)

rescribiendo términos en la ecuacidn anterior como:

. (rT —r°-1T)M’1n

S (FT-relT M (A2.18)
y
Gl Vi (A2.1.9)

(rT -~ r°-1T)I\/I’1r
(A.2.1.7) esigual a:

L=m-6n (2.14)
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donde “m” y “n” son escalares. En la ecuacion anterior, “A” es el aumento en el nivel de

valor en riesgo provocado por la busqueda de una unidad mas de rendimiento esperado; es

decir, “A” es el riesgo marginal del rendimiento esperado (VaRMg(r)).

Para obtener ahora el valor de “0” se sustituye (2.14) en la condicion de

ortogonalidad (A.2.1.6) y tenemos:

(r" —re- 2T M*((m=6n)r + 61 -1)=0 (A.2.1.10)
agrupando términos para “0” :
(rm=re- 1" M (m-r—m)+6(1—-n-r)=0 (A2.1.11)
y haciendo los cambios de variables:
y=(m-r—m) (A2.1.12)
y
z=(1-n-r) (A.2.1.13)
donde “y” y “z” son vectores de tamafio N, se llega a:
(rm=re. 1" My +6-2)=0 (A.2.1.14)
Descomponiendo términos, la ecuacion anterior es igual a:
rMmrly—re- 1My +0-rrM*z-60-r°-1"M'z=0 (A.2.1.15)
y reagrupando para “0”:
(r=ro-1)' Mty +0(r-r°-1)’M'z=0 (A.2.1.16)
de donde se despeja facilmente “6”:
g (r=re-1)'Vv7y (2.15)

(r-ro.1)'VvV?'z

donde y=(m-r-m) y z=(1-n-r).
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Finalmente, sustituyendo (2.14) y (2.15) en (2.11) se obtienen las proporciones

eficientes de inversion (x*) para carteras de crédito:

X*:G(X*)M1|:El+,:iD(CD_BE)r_n:| (216)
z

a

con A:rlo[r—rc’l]TM‘lr, B:rlo[r—r°1]TM‘11, C:rlo[r—r°1]TM‘1n,
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Apéndice 2.2. Concavidad de la Frontera Eficiente de Crédito Bancario

Proposicion 2.2. Sean “u” y “v” dos carteras de crédito distintas tales que

T

u'r=r°, u'l=1,v'r=r'y v'1=1, entonces la frontera eficiente de crédito en el

esquema valor en riesgo-rendimiento es concava.
Prueba. Sean “u” y “v” dos vectores tales que u'r=r°, u'l=1,vr=r'
yv'l=1, para que la frontera eficiente en el esquema valor en riesgo-rendimiento

(VaR, (x)—r(x)) sea concava se necesita que la ecuacion del valor en riesgo (VaR,(x)) sea

convexa en “x”.

Dado que la ecuacién de valor en riesgo para una cartera “c” se definié como:
VaR? =F"n+2,-/[FTMF 2.1)
la condicion de convexidad se escribe de la siguiente manera:
VaR{ (Au + (1-A)v) < AVaR7 (u) + (L— A)VaR{ (V) (A.2.1.1)

sustituyendo (2.1) en (A.2.2.1) se obtiene:

[u+@=AW] 7+ 2z, [au+@0- AN MJau+(1- 2] <

(A.2.2.2)
/I[uTn + za«/uTMu]+ L=l r+ za«/vTMv]
desarrollando se llega a:
T _ T _ T .
T+ (=AW e+ 2z, [Au+ L= AW] Mau+ (- A)v] < (A223)

Wa+@l-ANV "+ Az, u"™u + (1- )z, /v Mv

y cancelando términos se tiene la siguiente desigualdad:

2, [[Au+ 1= AW] M[au+@-AV] < Az, u™™u + @- A)z, VMV (A.2.2.4)
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que es la condicion de convexidad en “x” de la funcion “~/x™Mx ™.
Proposicion 2.3. “-/x"Mx ” es una funcion estrictamente convexa en “x” si “M” es
una matriz positiva definida (M>0).
Prueba. Sea S#@ un conjunto convexo en E"y f : S — R una funcion diferenciable
sobre S. Entonces, f es convexa sobre S si y sélo si
f(v)> f(u)+Vvf(u)(v-u) vxyeS.t
Retomando (A.2.2.4) y empleando el teorema anterior se debe cumplir la siguiente

desigualdad para que la proposicion sea valida:

JVTMV > -/u™™Mu +M+(v—u) (A.2.2.5)
uTMu]T

desarrollando términos se tiene:

VMV > /u"Mu +#(UTMV—UTMU). (A.2.2.6)

~Ju™™u

Cancelando términos iguales la desigualdad anterior se reduce a:

]
VMV > JUT% (A2.2.7)
u u

por lo tanto, para que la frontera eficiente de valor en riesgo-rendimiento sea concava se

debe cumplir que:

u'Mv
NMmy - Y 5 (A.2.2.8)
~Ju™™Mu

Sacando denominador comun y simplificando se obtiene:

Ju™U - /VTMV —u™Mv >0 (A.2.2.9)

! Este teorema es ampliamente conocido por los economistas. Véase por ejemplo Marquez, J., (1987), p.77.

82
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y por la desigualdad de Cauchy-Scwartz? (yTsz\/yTVy-JxTVx) sabemos que la

desigualdad (A.2.2.9) se cumple. Por lo tanto, queda demostrado que la ecuacion de valor
en riesgo (VaR(x)) es convexa en “x” y que la curva eficiente de valor en riesgo-

rendimiento es céncava.

? LLa demostracién de la desigualdad de Cauchy-Scwartz puede verse en cualquier libro de algebra lineal, por
ejemplo Grossman, S. (1996), p.406.
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Apéndice 3.1. La Linea de Mercado de Credito Individual (LMCI)

La pendiente de la curva “iMi’” (grafica 3.4), que representa las combinaciones posibles
entre el i-ésimo crédito y la cartera de mercado (M), es igual a:

dr.

. da
VarR® /'  VaR“
VR, AR
da

El lado izquierdo de la ecuacion (3.8) es el cambio en el rendimiento esperado de la cartera

(3.8)

“c” producido por un cambio en el valor en riesgo de la misma. El numerador del lado
derecho de la ecuacion representa el cambio en el rendimiento esperado de la cartera “c”
producto de un cambio en las proporciones de inversion entre el crédito “i” y el portafolio
“M”. Analogamente, el denominador de lado derecho representa el cambio en el valor en
riesgo de la cartera “c” producto de un cambio en las proporciones invertidas en el crédito
“i” y en el portafolio “M”.

Derivando la ecuacion (3.4) c.r.a. “A” obtenemos el numerador del lado derecho de

la ecuacién (3.8):

S=r1 -1, (3.9)

Derivando la ecuacion (3.7), cra. “A” 'y rescribiendo o} =x"MXx,
A=2XIM X, + (1= 2)°X"Mx+ A(L- )X'K X, oj, =x"K,x y o/ =xM;X; se obtiene el

denominador del lado derecho de la ecuacion (3.8):
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VaR!
d \Y z 1
d/{ =X+ X+ ﬁ(laf + Ao, — o, +50'nv1 —/IO'iMj (3.10)

Sustituyendo (3.10) y (3.11) en (3.9) se obtiene la pendiente de la curva “iMi’”:

. _ il (3.12)
VaRr; X+ X+ Za (/105 + Aot — o +;O'W, —xiaiMj

V, JA

d

La pendiente de la curva “iMi’” y la de la Linea de Mercado de Crédito Bancario
(LMCB), derivada en el apartado anterior, son iguales cuando “A=0". Igualando ambas
lineas es posible obtener la contribucion del crédito “i” al riesgo de mercado y, por lo tanto,

la relacion del rendimiento esperado (r;) del i-ésimo crédito con su riesgo relevante.

Evaluando la ecuacion (3.11) en el punto “A=0" se tiene que:

dr; _ =T

VaR® - Tz, (l Zj (3.12)
d—=2 X+ T X+—2| =0y — Oy
V, oy \ 2

A=0

Del apartado anterior se sabe que la pendiente de la Linea de Mercado de Crédito

r, —r
Bancario es igual a L Igualando la pendiente de ambas curvas se tiene:
VaRy V,,
- ry —r
ar._ fi =T _ Tl (3.13)
a Z a
g VaRe X+ X+ [1O-iM —o—f,,j VaR; N
V, oy
Despejando para r;, la ecuacion (3.14) es equivalente a:
(fy —rf){ﬂ:iTXi +1:TX+Z“[;0]M -o} j}
ror, = Tu (A3.1.1)

VaRy; Ny,
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descomponiendo y reagrupando términos se tiene:

(y =14 )”iTXi —(ry =1y )X+ (ry —1¢) i om —(y — T )Ziao-f/l
r=r, + Tu Tu
C VaRy, Vi,
(A.3.1.2)
Simplificando:
T z T
(rM_rf)'(niXi—l_za JiM]_l_(rM_rf)'(n X+ZaGM)
=Ty + L (A3.1.3)
VaRM /VM
Recordando que n"x + z,0,, =VaR /V,, y factorizando se llega a:
r, —r T Za
(fy —re) | mix + 26, Oim (A.3.1.4)

r.=r. +
C VaRy; V,,

Finalmente, separando términos se obtiene la relacion entre el rendimiento esperado de un

crédito individual “i” y su riesgo relevante, expresado por la Linea de Mercado de Crédito

Individual (LMCI):

=r, +7(rM -") X+ 2, (i _rf). Tim
VaR NV, 2-VaR: NV, oy

(3.14).m
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Apéndice 3.2. Pago Esperado de un Crédito Individual

Sea “E(¢;)” el pago esperado que proporcionaria el crédito “i” en un cierto plazo de tiempo
y sea “f;”” el monto del préstamo otorgado “i”’. Entonces, el rendimiento esperado del crédito

“i” esta dado por:

- _ E(p,) - f,
i f.

(3.18)

Recordando la ecuacion para la LMCI (3.16), que expresa la relacion entre el

rendimiento esperado del crédito “i” y el riesgo relevante, e igualandola a (3.18) se tiene:

(rw = 1)

VaRj, Ny,

(rM —r )
M/VM

Z, (rM _rf) _ E(p;) - f;
+ﬂi L =
2 VaRi N, f

h=r 47, (3.19)

Rescribiendo 7 = en (3.19) la ecuacion anterior queda como:

z E(p,) -1,
=re+7: 77+ﬁ7 ((Df)_

(A.3.2.1)

pasando el denominador del lado derecho al lado izquierdo se llega a:

f (r =ty +7, 0+ B sz(coi)— f (A3.2.2)

a
2

Finalmente, reagrupando y despejando para “fi” se obtiene la ecuacion (3.20)

f= E(e:) (3.20)

YA
L+, +(7i+7a'ﬁi)'77

que muestra la relacion entre el monto de crédito otorgado con su pago esperado.
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La ecuacion (3.21) se obtiene facilmente dividiendo entre uno la ecuacion (3.20) y

despejando para “E(¢i)”:

E(p)=f, '(1+ re + (7 +22a'ﬂi)'77j (3.21).m
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Apéndice 3.3. Algoritmo del Modelo de Asignacion de Precios de Crédito

Bancario (MAPCB) para Matlab6

%Modelo de Asignacion de Precios de Credito Bancario (MAPCB)
%Roque V. Hernandez Montes

%Centro de Investigacion y Docencia Economicas (CIDE)
%Julio-Agosto 2003

%Definicion de Variables:

%M es la matriz-NxN de varianza-covarianza del incumplimiento de los creditos

%f es el vector-N que representa la cartera de credito

%x es el vector-N que representa la composicion de la cartera de credito(proporcion que
representa cada credito del valor total de la cartera)

%p es el vector-N que contiene las probabilidades de incumplimiento de los creditos

%r es el vector-N de rendimientos realizados de la cartera

%uno es un vector-N de unos

%z es la variable normal estandarizada para un nivel de confianza "alpha"

%Rf es el rendimiento libre de riesgo

%Se calcula el Rendimiento de Mercado y su VaR
%Probabilidad Esperada de Impago del Mercado (PEIC)
PEI=X"*p

PEIf=f*p

%Incumplimiento No Esperado del Mercado (INEM)
INE=z*([x"*M*x]"\(1/2))

INEf=z*([f*M*f]"(1/2))

%Rendimiento de Mercado (RM)

R=x"*r

%Valor en Riesgo del Mercado como proporcion del VValor Total de la Cartera de Mercado
VaR_V=PEI+INE

VaRf=PEIf+INEf

%Valor de la Cartera de Mercado (V)
V=f*uno

%Valor en Riesgo del Mercado en Moneda
VaR=V*VaR_V

%Primas de Riesgo del Credito

%Prima de Riesgo del Mercado (PRiesgo)
PRiesgo=R-Rf

%Prima de Riesgo del Impago Esperado (PRIE)
PRIE=[[PRiesgo]/[VaR/V]]
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%Prima del riesgo Sistemico (PRS)
PRS=[[z/2]*[PRIE]]

%L.inea de Mercado de Credito Bancario (LMCB)
LMCB=PRiesgo/VaR_V

%L.inea de Mercado de Credito Individual (LMCI)
N=max(size(M))
for i=1:N
%Probabilidad Esperada de Impago del "i"-esimo credito (PEI)
PEIli=x(i)*p(i)
%Covarianza entre el "i"-esimo credito y el mercado (OJO: no incluye la varianza de
impago de "i")
mi=M(i,:)
mj=M(:,i)
Mi=sparse(i,1:N,mi,N,N)
Mj=sparse(1:N,i,mj,N,N)
Mij=Mi+Mj
Mij(i,i1)=0
Covij=x"*Mij*x
%Riesgo Sistemico del "i"-esimo credito (RSi)
RSi=Covij/[x*M*X]
%Rendimiento esperado del "i"-esimo credito (Ri)
Ri=Rf+[PRIE*PEIi]+[PRS*RSi]
RE(i)=Ri
%Unidades de Impago Esperado de cada Credito
UIECI(i)=PEli
%Unidades de Riesgo Sistemico de cada Credito
URSI(i)=RSi
end
RE=RE'

%Diferencia entre Rendimiento Realizado(r) y Rendimiento Esperado(RE)
Dif=RE-r

%Porcentaje explicado del Rendimiento Realizado(r)

Dif _r=Dif./r
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Apéndice 3.4. Matriz de Varianza-Covarianza de Incumplimiento

1¢0
€0600
€060°0
70200
16500
67500
6700
9€0'0
16200
¢L90'0
¢L90'0
72500
7700
700
¢€00
¢€0'0
G200
70500
€6€00
€600
6200
6¢00
7200
7200
100
4

€060'0
120
€060'0
70200
16500
67500
6700
9€0'0
16200
¢L90'0
¢L90'0
72500
7700
700
¢€0'0
¢€0'0
G200
70500
€6€00
€600
6200
6200
7200
7200
7100
vl

€060'0
€0600
120
70200
16500
67500
6700
9e€0'0
16200
¢L90'0
¢L90'0
72500
7700
00
¢€0'0
¢€0'0
G200
70500
€6€00
€600
6200
6200
7200
7200
100
¢

70200
v0L0'0
70200
SLCT0
19700
70700
GEE00
29200
96700
72500
72500
80700
€ve0’0
€ve00
6v20'0
6200
96700
€600
90€0°0
9000
92200
9220’0
18700
18100
60700
[44

16500
16500
16500
T9v0'0
600
€00
18200
200
79100
700
700
€vE00
88200
88200
60200
60200
79100
€e0'0
15200
15200
6100
6700
L5700
15100
26000
¢

61500
61500
67500
70700
€00
76900
1200
€6100
77100
98€0°0
98€0°0
T0€00
€620°0
€6200
78100
78100
77100
6200
92200
9¢¢0°0
19100
19700
8€10°0
8€10°0
18000
0¢

6¢70°0
6¢v00
6¢70°0
GEE0'0
18200
Ly20°0
SLv00
9100
61700
¢€0'0
¢€0'0
67200
60200
60200
¢S10°0
¢S100
61100
7200
18100
L8100
8100
8100
y1100
y1100
19000
67

9g€0'0
9€00
9¢€0'0
¢9¢00
200
€610°0
9100
16¢0°0
€6000
G200
G200
S6700
79100
79100
61100
61100
€6000
88100
w100
100
80100
80700
68000
68000
¢500°0
87

16200
16200
16200
96700
79100
77100
61700
€6000
29100
18100
L8100
w100
¢¢100
2100
68000
68000
1000
v100
60100
60700
18000
18000
19000
19000
6€00°0
LT

¢L90°0
¢L900
¢L90°0
72500
700
9800
€00
G200
L8100
120
€870'0
9800
91€0'0
97€00
€200
€200
8100
60900
GLv0°0
GLv0°0
G600
GEO'0
6200
600
69700
97

¢190°0
21900
¢190°0
72500
700
9800
€00
Ge0'0
L8100
€870°0
1¢0
9800
91€0'0
97€00
€200
€200
8100
60900
§Lv0°0
GLv0°0
G600
GE0'0
6200
6200
69700
a7

72500
2500
72500
80700
€ve00
T0€0°0
6v200
96100
9100
9.€0°0
9.€0°0
7N
920’0
9200
6.10°0
6.10°0
y100
SLv0°0
L1800
LE00
€1200
€L20'0
92200
92200
¢€10'0
4!

w00 700
w00 ¥v0'0
w00 700
Eve0’0  EVEDD
88200 88200
€G200  €5¢0°0
60200 60200
y9100  ¥910°0
¢¢100 ¢¢100
9T€00  9TE00
9T€00  9TE00
900 9ve00
600 L0200
10200 = 600
G100  GT00
G100 G100
81700 81100
66€00  66€0°0
T1€00  TTE00
TT€00  TTE00
62200 6¢¢00
6¢¢00  6¢¢00
6700 6100
6700 6100
TTT00  TTT00
€T 4!

¢€0'0
€00
¢€00
6v20'0
60200
78100
5100
61700
68000
€200
€200
6100
G100
§100
G700
60700
98000
6¢0°0
92200
9220’0
99700
99100
8100
8E100
18000
11

¢€0'0
€00
¢€0'0
6v20'0
60200
78100
5100
61700
68000
€200
€200
6100
G100
§100
60700
G.70°0
98000
6200
92200
9220’0
99700
99100
8100
8€100
18000
07

G200
G200
G200
96700
79100
#7100
61700
£600'0
£00°0
8100
8100
v100
81700
81100
98000
98000
16200
L2200
LLT0'0
LLT0'0
€100
€100
80100
80700
£€900'0
6

70500
70500
70500
€600
€00
6200
200
88700
v10'0
60900
60900
G/¥0°0
6600
66€0°0
6200
6200
L2200
120
G600
§6¢0°0
11200
L7200
8100
8100
S0T0°0
8

€6€0°0
€600
€6€0°0
90€0°0
15200
9¢¢0°0
18100
9100
60700
G700
G.70°0
1800
1700
T1€00
9¢¢0°0
92200
L1700
§6¢0°0
§L2T0
€200
69100
69100
¥100
¥100
8000
L

€6€0°0
€600
€6€0°0
90€0°0
15200
9¢¢0°0
18100
9100
60700
G700
G.70°0
1800
T1€0°0
1100
9¢¢0°0
9¢¢00
LIT0°0
§6¢0°0
€200
SLCT0
69700
69100
¥100
7100
¢800°0
9

6200
6200
6200
9¢¢0'0
6100
L9700
8100
80700
18000
G600
G600
€L200
6¢¢0°0
62200
99100
99700
€100
L1200
69700
69700
76900
G¢100
€070°0
€0100
9000
S

6200
6200
6200
9¢¢0'0
6100
L9700
8100
80700
18000
G600
G600
€L200
6¢¢0°0
62200
99100
99700
€100
L1200
69700
69100
G100
76900
€070°0
€0100
9000
4

7200
7200
7200
L8100
LST0°0
8100
y1100
68000
19000
6200
6200
92200
6700
6100
8100
8100
80700
8100
7100
y100
€0100
€070°0
S.v0°0
93000
G000
€

7200
7200
7200
L8100
L5100
8100
y110°0
68000
19000
6200
6200
92200
6100
6100
8100
8100
80700
8100
7100
7100
€0100
€010°0
98000
§L00
G000
&

7100
7100
7100
60700
26000
18000
19000
¢5000
6€00°0
69100
69700
€100
11100
11700
18000
18000
€9000
S0T0°0
28000
8000
9000
9000
G000
5000
¢910'0
[

AN M < D O -~ 0 O O 1 N o S o
™ e AN AN NN AN AN

— AN M < O © I~ 0 o O
~—

L011p312 3 0pRIIAW [3p OJuaIWIdwnaul ap Sapepijiqeqoid Se| ap ezuelieA0d-RZURLIRA 3P ZLITEW

'€ d0Ipugdy




	División de Economía
	T E S I S
	que para obtener el título de Licenciado en Economía presenta:

	Roque Vicente Hernández Montes
	3Índice.pdf
	Índice
	Capítulo 1. El Riesgo de Crédito y su Medición      5

	3.2. La Línea de Mercado de Crédito Individual (LMCI)    48

	5Capítulo 1. El Riesgo de Crédito y su Medición.pdf
	Capítulo 1. El Riesgo de Crédito y su Medición

	8Conclusiones.pdf
	Conclusiones

	9Bibliografía.pdf
	Bibliografía

	10Apéndice 2.1. Frontera Eficiente de Crédito Bancario.pdf
	Apéndice 2.1. Cartera Eficiente de Crédito Bancario

	13Apéndice 3.2. Pago Esperado de un Crédito Individual.pdf
	Apéndice 3.2. Pago Esperado de un Crédito Individual


