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Resumen 

Se describe una metodología para estimar la productividad relativa de sitios 
con uso forestal y varias especies a través de un índice de eficiencia 
derivado de funciones de distancia radiales y direccionales.  El documento 
presenta la función de distancia como una medida de eficiencia relativa en 
el uso de recursos por poblaciones de varias especies.  Se presenta la 
estrategia de estimación tanto con tecnologías que incluyen varios insumos 
y productos, como cuando se estima con base en uno o varios productos 
(especies). Adicionalmente, se presenta una metodología para aislar el 
efecto de la densidad en la estimación de la productividad de sitios, misma 
que se usa para comparar las estimaciones típicas de índice de sitio con las 
estimaciones de eficiencia relativa derivadas de funciones de distancia. Los 
resultados muestran que la evaluación de la productividad en rodales 
multiespecíficos es relativa a la composición del rodal ya que en la medida 
en que aumenta la diversidad de especies el sitio tiende a usarse más 
eficientemente. Asimismo, muestran que las estimaciones tradicionales de 
Índice de Sitio no son buenas estimaciones de la productividad total en 
sitios con varias especies presentes y que las mejores estimaciones de 
eficiencia en este tipo de sitios, en términos de su aproximación a la 
productividad real, son aquéllas derivadas de estimaciones de distancia 
radial usando todas las especies en el sitio.  Se describen algunas 
deficiencias del procedimiento así como algunas directrices de investigación 
sobre el tema. 

Palabras clave: productividad forestal, eficiencia, índices de sitio 
interespecíficos, funciones de distancia. 
 

Abstract 

A methodology to estimate relative productivity in forest sites with several 
species throughout an efficiency index derived from radial and directional 
distance functions is described.  The paper introduces the distance function 
as a measure of relative efficiency in the use of resources by mixed 
populations. The estimation procedure is described either when several 
inputs and outputs are included as well as when the estimates are based on 
one or several products (species).  A methodology to isolate the effect of 
density to estimate total volume productivity is also introduced and used to 
compare different estimates of site quality including the traditional site 
index.  Results show that estimation of productivity in multi species sites 
depends on the site composition since sites become more efficient as they 
are composed by more species.  They also show that the traditional site 

 



 

index estimate is not a good estimate of total site productivity in multi 
species sites and that the best estimates of efficiency under these 
conditions, in terms of their relationship with actual productivity are those 
derived from radial distance functions when all species are incorporated in 
the estimation.  Some deficiencies of the procedure are also discussed as 
well as some directions to future research on the topic. 

Key words: forest productivity, efficiency, inter species site Index, 
distance function. 
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Introducción 

Existe un consenso de que la productividad maderable de un terreno forestal 
se debe estimar usando como referencia la máxima cosecha maderable que 
éste produce a lo largo de un periodo de tiempo (Clutter et al., 1983), misma 
que se conoce como calidad de sitio.  Esta medida integra  todos los factores 
bióticos y abióticos que influyen en el crecimiento del arbolado, por lo que se 
considera un fiel reflejo de la productividad del sitio para la producción 
maderable. El método más popular y práctico para aproximar esta 
productividad es el índice de sitio (IS), que consiste en evaluar la altura que 
lograrían los árboles dominantes o codominantes y sanos a una edad 
predeterminada, conocida como edad base (Payandeh y Wang, 1994). Dicho 
procedimiento presenta dos desventajas importantes: está referido a una sola 
especie, y tiene limitaciones para ser estimado durante las primeras etapas de 
desarrollo del rodal, dado que el arbolado no ha logrado el tamaño suficiente 
para comparar las medidas de edad y altura del arbolado joven con las del 
arbolado adulto. 

La primera desventaja se hace relevante cuando se trata de estimar la 
productividad de sitios con mezclas de especies. Ello se debe a que la 
estimación se hace con base en una sola especie y ésta puede tener óptimas 
condiciones de crecimiento en un sitio donde se encuentre como dominante o 
única especie.  Sin embargo, la producción maderable de todas las especies 
establecidas en un sitio alterno en el que esta especie no se desarrolle 
adecuadamente podría ser igual o mejor que la del primero, dado que las 
otras especies que componen la población podrían encontrar mejores 
condiciones de crecimiento cuando están mezcladas, ya sea por una 
diferencia en la competencia encontrada o por el temperamento. Lo anterior 
podría originar una inconsistencia en la estimación de la productividad con 
base en una sola especie (i.e. a través de IS) y la productividad maderable 
real del sitio. En este sentido algunos estudios han encontrado que modelar el 
crecimiento de poblaciones con varias especies usando índices de sitio 
uniespecíficos como medidas de productividad proporciona resultados 
contradictorios (Oliver y Larson, 1996; Pretzsch, 2003; Zeide, 2004).  

Olson y Della-Bianca (1959) resolvieron el problema de índices de sitio 
para poblaciones con múltiples especies a través de una función que relaciona 
el índice de sitio de una especie con otra dentro del sitio.  El procedimiento 
se denomina estimación de índices de sitio interespecíficos (Avery y 
Burkhardt, 1994) y ha sido usado por varios autores incluso en México (Torres 
et al., 1992). Sin embargo, el procedimiento presenta algunos problemas 
como: i) es posible hacer predicciones de índice de sitio con base en una 
especie cuando dadas las condiciones de sitio sea imposible contar con esa 
especie, ii) la estimación se hace por pares y cuando interviene una tercera 
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especie existe la posibilidad de obtener estimaciones discordantes, y iii) la 
relación entre índices de sitio adolece de un fuerte problema de 
endogeneidad por el hecho de que se asume erróneamente una relación de 
causalidad entre índices de sitio. 

Una solución a estos problemas es ampliar la relación altura-edad de 
forma tal que se incluyan alturas de varias especies, o bien se amplíe la 
cantidad de insumos adicionales a la edad. Tal representación puede 
realizarse a través de  funciones de distancia, las cuales han evolucionado 
desde simples relaciones proporcionales entre productos o insumos (Debreu, 
1951) hasta constituir fieles representaciones de funciones de producción o 
costos de uno o varios insumos o productos (Shephard, 1970). Actualmente, 
las funciones de distancia son los modelos más usados para evaluar 
productividad parcial y total de factores de producción en presencia de 
relaciones de producción con uno o varios insumos o productos (Nin et al., 
2003).  Adicionalmente, existe una amplia diversidad de estrategias de 
estimación de funciones de distancia entre las que se pueden señalar: i) 
estrategias primarias (Just et al., 1983; Dixon y Hornbaker, 1992); ii) 
estrategias duales (Paris, 1989); iii) estrategias con reglas de comportamiento 
y que asumen retornos de escala constantes con insumos fijos por unidad de 
actividad (Just et al., 1990); iv) estrategias con programación matemática 
(Ray, 1985; Arnade, 1998), y v) estrategias basadas en entropía (Lence y 
Miller, 1998; Paris y Howitt, 1998). 

El presente trabajo tiene por objetivo mostrar una estrategia de 
calificación de la productividad relativa de rodales con varias especies a 
través de un índice de eficiencia derivado de funciones de distancia. El índice 
derivado es relativo a la máxima altura que se puede alcanzar de una o varias 
especies presentes en el sitio dadas sus edades (o una variable que aproxime 
la edad —Proxy— para el caso de especies latifoliadas) y otros factores fijos 
asociados al sitio. La metodología aquí presentada resulta importante porque: 
i) permite definir un indicador de productividad del suelo independiente de 
una especie de referencia, ii) el indicador de productividad bajo esta 
metodología mejora la estimación de la productividad total del sitio, 
entendiendo ésta como la producción maderable de todas las especies en un 
rodal durante un periodo, y iii) dado que la metodología permite incluir 
variables predictoras diferentes a la edad  se hace posible la estimación de la 
productividad en sitios donde el arbolado se encuentra en estado joven, 
donde no existe vegetación, o bien resulta complicado estimar la edad de las 
especies o grupos de especies. 

El documento se ha dividido así: en la siguiente sección se introduce la 
función de distancia como una medida de eficiencia relativa y se muestra la 
estrategia de estimación con tecnologías que incluyen varios insumos y 
productos, incluyendo la estimación con base en un producto en particular; 
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luego, se presenta la aplicación para el cálculo de índices de sitio relativos 
usando datos de sitios permanentes de investigación silvícola. 

Posteriormente, se presenta una sección de resultados y discusión para 
comparar las estimaciones típicas de índice de sitio con las estimaciones 
relativas obtenidas a partir de funciones de distancia. Finalmente, en la 
última parte, se presentan algunas conclusiones. 

1. Metodología 

1.1 Marco teórico sobre funciones de distancia 
Teóricamente, una relación de producción con varios productos se puede 
describir por un conjunto de funciones de producción sólo bajo ciertas 
circunstancias (Mittelhammer et al., 1981).  Por el contrario, una función de 
distancia proporciona una descripción más amplia de una función de 
producción de una unidad productiva (UP) dado uno o varios insumos o bien, 
uno a varios productos.  Para  ilustrar una función de distancia asuma una UP 
con tecnología , que describe la posible transformación de un conjunto de 

 insumos denotados por   
S

N x ( )N
+ℜ∈x  en un conjunto de M   productos 

representados por  y ( )M
+ℜ∈y . La Figura 1 muestra el conjunto  de 

combinaciones de producción de 2 productos 
( )xP

( )21 yy  y    a partir de un conjunto 
de insumos .  Aquí las combinaciones eficientes de producción (e.g. A, B y 
D) están definidas por la línea límite (frontera de posibilidades de producción) 
del conjunto  de combinaciones, mientras que las inefcientes (e.g. C) 
están definidas al interior de la frontera.  

x

( )xP

La función de distancia con base en producto1 de Shephard (Shephard, 
1970) se define como el recíproco de la máxima expansión proporcional de 
productos  dada una cantidad de insumos , misma que se expresa 

(Cornes, 1992) como: 

( )y x
( ) ( ){ }[ ] 1   −∈= Syxyx δδ ,:max,DO , donde δ  es el 

coeficiente que divide al vector de productos y  para lograr la frontera de 
posibilidades de producción.  La función ofrece una caracterización total de la 
tecnología, ya que para cualquier combinación de insumos y una eficiencia en 
el uso de los mismos, siempre existe un valor de ( ) 1, ≤yxOD  (Färe y Primont, 
1995).  En la figura 1 la máxima expansión proporcional de  a partir de la 
combinación C está definida por la razón OA/OC, por lo que la distancia de C 
a la frontera, definida por 

y

( ) =yx,DO OC/OA, brinda en si misma una 
estimación de eficiencia relativa en el uso de insumos. 

                                                 
1 Se puede realizar la misma representación en el espacio de insumos con lo que se obtiene una función de distancia 
con base en insumos. 
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Figura 1.  Frontera de posibilidades de producción y función de distancia 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Esta relación radial se puede manejar en múltiples dimensiones (productos) y 
considerando uno o varios insumos.  La forma más simple de estimar la 
distancia de Shephard es a través de modelos de frontera tipo DEA (Simar, 
1996) resolviendo el siguiente problema de programación lineal (Färe et al., 
1994; Romero, 1985) para cada una de las unidades productivas (e.g. 
empresas, industrias, estados) involucradas en el análisis: 
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En esta formulación  es el conjunto de unidades productivas (UP’s) al que 

se le determinará su eficiencia ( * es una UP particular, i.e. la UP a la que se 
le evalúa su eficiencia relativa),  es el conjunto de productos;  es el 
conjunto de insumos asignables y l  es el conjunto de insumos fijos; 

k
k

j h
kθ  es una 

variable decisional que representa una ponderación de la k-ésima  UP, y *kδ  es 
el índice de eficiencia, el cual es igual a 1 si la UP tiene la máxima eficiencia, 
de otra forma es mayor a la unidad.2  Por su parte  y  representan 
respectivamente la producción del j-ésimo producto y el uso del h-ésimo 
insumo de la UP bajo análisis. 

*
jky *

hkx

La distancia de Shephard asume que hay un cambio simultáneo (expansión) 
en todos los productos (distancia radial), sin embargo es posible modelar la 
expansión en una dirección (producto o insumo) específica a través de una 
función de distancia direccional (Chamber et al., 1996; Färe y Grosskopf, 
2000).  Esta función se puede entender como la expansión hacia la frontera en 
la dirección de un insumo o producto en particular que denominaremos 
producto guía.  La  figura 1 muestra que a partir del punto C la expansión se 
puede medir ya sea sobre el producto 2 (CB) o sobre el producto 1 (CD).  Por 
ejemplo, la distancia direccional sobre el producto 1 está definida por (OO1 +  
CD)/OO1. Una función de distancia direccional con referencia al i-ésimo 
producto ( )[ ]g;,y,D iiO −yx

r
 se define como: 

                                                 
2   Observe que si  es mayor a la unidad entonces otra u otras empresas pueden producir la misma cantidad de 
productos con menos insumos, o bien, más productos con la misma cantidad de insumos.  Lo anterior restringe el 

valor de . 

*kδ

1  ≥*kδ
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( ) ( ) ( ){ }xyyx P,y:max;,y,D iiiiO ∈+= −− gg δδ
r

 
  
Donde  denota el  i-ésimo producto,  se refiere al vector de 

productos a excepción del i-ésimo y el vector
iy i−y

g  denota las direcciones en las 
cuales los productos son expandidos.  Para realizar esta evaluación en el  i-
ésimo producto, este vector se define como ( )0 ,yg i=  y las demás variables 

tienen la misma notación. La estimación de OD
r

 a través de modelos de 
frontera tipo DEA se realiza resolviendo el siguiente problema de 
programación lineal (Färe y Grosskopf, 2000):3
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Donde todas las variables y coeficientes tienen la misma notación que en 

el problema (1). Observe que en ambas formulaciones (1 y 2) es posible incluir 
insumos fijos e insumos asignables dentro del conjunto de insumos h.  Los 
primeros se usan indistintamente para producir todos los productos, mientras 
que los segundos están perfectamente definidos para producir un producto en 
particular. 
 
1.2 Aplicación de la función de distancia en la estimación de 
calidad de sitio relativa 
La estimación de productividad del sitio a través de IS se basa en el supuesto 
de que el crecimiento en altura es independiente de la densidad y está 
correlacionado con la producción maderable.  En este sentido, el crecimiento 
en altura de cada especie puede considerarse como un producto, cuyos 
                                                 
3  Färe y Grosskopf (2004) muestran que existe una relación de equivalencia entre ambas medidas de distancia 

definida por: ( ) ( )[ ]iiiiOiiO ,y;,y,D/,y,D −−− += yyxyx
r

11   
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insumos fijos son las características del sitio disponibles para la producción de 
“altura” de todas las especies en el sitio, mientras que el insumo asignable 
para cada especie es el tiempo que tarda la especie en ese sitio en lograr la 
altura definida como producto.  Evidentemente, mientras se logre una altura 
en menos tiempo el sitio es considerado más productivo o más eficiente.  Bajo 
estas consideraciones es posible aplicar los mismos principios descritos en la 
sección anterior para calcular un indicador de eficiencia de cada rodal en la 
producción de altura de varias especies de árboles (productividad).  Este 
indicador se calcula para cada rodal resolviendo ya sea la formulación 1 para 
estimar distancia radial o bien, la formulación 2 para el caso de distancia 
direccional. 

En tales formulaciones sólo es necesario sustituir las alturas de la j-ésima 
especie en el k-ésimo sitio por ; la edad o Proxy de edad de la h-ésima 

especie en el k-ésimo sitio por ; la disponibilidad de l-ésimo insumo fijo en 
el k-ésimo sitio por  ; el subíndice  representará tanto productos como 
insumos del rodal bajo análisis y finalmente 

jky

hkx

lkf *k

*kδ  será el inverso de la 
distancia, esto es, el inverso de la eficiencia relativa del rodal para producir 
alturas de diferentes especies. Tal índice (definido entre 0 – 1) es, por tanto, 
un estimador de la calidad del sitio considerando el crecimiento en altura de 
todas las especies presentes en el sitio. 

Los insumos fijos en el sitio pueden comprender desde pendiente, 
profundidad del suelo, cantidad de materia orgánica, o exposición, entre 
otros, hasta la composición química o características físicas del suelo en cada 
sitio.  Para el caso de la edad, se debe incluir una restricción para cada 
especie o grupo de especies que se esté analizando.  Existen algunas especies 
en las que se dificulta estimar la edad, en este caso una variable aproximada 
(Proxy) es el diámetro a la altura de 1.3 m de altura (DAP), sin embargo, esta 
variable no es independiente de la densidad por lo que se debe ser cauteloso 
en su uso. 

Como se ha señalado, el problema debe resolverse para cada rodal 
cambiando los elementos de la mano derecha de cada restricción ( )*

lk
*
jk

*
hk fy,x  y  

de acuerdo con las características de cada rodal bajo análisis.  Para resolver 
el problema se elaboró un sistema de cómputo compuesto por una interfase 
que define las características del problema (distancia radial o direccional) y el 
número de productos (y su tipo) e insumos a considerar.  Posteriormente, la 
interfase genera un matriz de programación lineal en formato MPS con las 
especificaciones del problema; llama a las rutinas de programación lineal del 
sistema MINOS (Murtagh y Saunders, 1998), lee el resultado y finalmente lo 
registra en un archivo de salida donde además de los valores de la función 
objetivo se guardan los valores de las variables duales. Este procedimiento se 
realiza en forma iterativa para cada rodal de toda la base de datos. Una vez 
realizada la estimación para cada rodal se analizaron los índices de sitio 
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relativos, para lo cual: 1) se compararon con los índices de sitio tradicionales 
y 2) se relacionaron con la producción bruta de cada rodal a fin de verificar si 
en verdad reflejan la productividad de éstos. 
 
1.3 Estimación de la producción bruta de los rodales muestra 
La productividad de un sitio está definida no sólo por las características del 
sitio (insumos fijos) sino por las características de la población sobre la cual se 
mide dicha productividad, entre las que sobresalen, densidad, estructura y 
composición.  De ellas, densidad y composición son las de mayor impacto en 
la determinación de la productividad. La composición de la población se 
considera de cierta forma en la determinación de una medida de eficiencia 
que considera todas las especies, de aquí que para efectos de comparación es 
importante controlar por densidad.  Dado que resulta prácticamente 
imposible encontrar rodales mezclados con la misma densidad y en diferentes 
condiciones de sitio que hayan sido monitoreados, se siguió una estrategia 
para aproximar el crecimiento de los rodales seleccionados a una densidad 
base, misma que se basa en el procedimiento de la diferencia algebraica 
(Borders et al., 1984).   Bajo este procedimiento se asume un modelo de 
tendencia general para describir el crecimiento poblacional.  En este caso se 
asumió el modelo logístico (Lotka, 1925) que tiene la siguiente forma:   

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −=

K
VrV

dt
dV 1       (3) 

Donde la producción en volumen por unidad de tiempo ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dt
dV

depende de 

la densidad (medida en términos del volumen -V -), y los parámetros, tasa 
intrínseca de crecimiento poblacional ( )r , y  capacidad de carga de la 
población . Siguiendo el procedimiento de la diferencia algebraica, se 
puede asumir que a una densidad base 

( )K
( )0V  el modelo puede describir 

apropiadamente el crecimiento a esa densidad, esto es: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

K
V

rV
dt

dV 0
0

0 1       (4) 

Asumiendo una capacidad de carga constante para (3) y (4), se despeja K  
en (3) y se sustituye en (4), lo que da por resultado la siguiente expresión: 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

−=

rVdt
dV

VrV
dt

dV
11

1 0
0

0    (5) 
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misma que estima el crecimiento esperado ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
dt

dV0  a la densidad base ( )0V  y 

dados el crecimiento ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dt
dV

 y volumen actuales ( )V .  De aquí que con esta 

expresión es posible comparar las tasas de crecimiento de poblaciones con 
densidades diferentes.  Evidentemente, esta comparación tiene el supuesto 
de que el crecimiento sigue el modelo logístico y que existe un buen ajuste. 
 
1.4 Datos 
Los datos provienen de 36 parcelas permanentes con dos remediciones (1982 y 
1986) del área experimental “Cielito Azul”, ubicada en el municipio de San 
Dimas, estado  de Durango (24º 22´y 24º 23´N y 105º 53´y 105º 54´O).  La 
topografía del área es de ondulada a plana, con una pendiente promedio de 
15% y una altitud media de 2,500 msnm.  El sustrato se caracteriza por 
presentar una asociación de cambisol éutrico, predominando suelos limo-
arcillosos y limo-arenosos con pH de 5.0 y con aproximadamente 5 cm de 
espesor de materia orgánica.  El clima del área es templado semifrío 
subhúmedo, con lluvias en verano (800 mm en promedio) y algunas 
precipitaciones invernales (10.2 mm). La vegetación arbórea está constituida 
por estratos con especies de los géneros Pinus4 y Quercus, dominando sobre la 
mayoría de ellas Pinus cooperi Blanco y Pinus durangensis Mart., así como 
diversos géneros de vegetación arbustiva y herbácea.  El bosque es de tipo 
incoetáneo con diámetros entre 5-80 cm y varias categorías sin frecuencias.  
El área basal promedio fluctúa entre 12 y 23 m2 ha-1. 

El área comprende una superficie de 53 hectáreas. En ella se establecieron 
entre los años 1966 y 1968, 36 sitios permanentes de investigación silvícola 
(SPIS), mismos que están divididos en cuatro cuadrantes de 25 x 25 m. Dada la 
diferencia entre cuadrantes cada uno de ellos es considerado una parcela 
experimental en la que se lleva registro de ubicación de cada árbol, especie y 
tipo, así como registro continuo de variables como diámetro normal, diámetro 
del tocón, grosor de la corteza, condición de daño, altura total, altura del 
fuste limpio, clase o dominancia, piso, vitalidad, tendencia dinámica y 
proyecciones de copa.  Adicionalmente se evaluaron variables de sitio como 
exposición,5 pendiente y profundidad del suelo. 

Las variables evaluadas en forma directa que se utilizaron para este 
trabajo son  altura de los árboles y edad.  Se derivaron otras variables como 
                                                 
4   Las especies presentes en toda el área experimental se clasificaron dentro de los siguientes grupos:  Pinus cooperi  
Blanco, P. durangensis Mart, P. hartwegii Lindl, P. oocarpa Schiede ex Schltdl., P. ayacahuite Ehrenb. ex Schltdl., P. teocote  
Schltdl. et Cham, Alnus, Arbutus, Abies y Quercus.  
5   La exposición se mide en azimut y a fin de modelar la relación esperada donde las exposiciones Noreste son más 
húmedas que las suroeste, el valor se transformó con la expresión: 

( )( ) 145 ++= AzimutRadianesSenExposición . 
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altura dominante por especie y edad, ambas calculadas con el promedio de 
las alturas y edades del 10% de los árboles más altos de la especie o grupo de 
especies en el rodal. Para propósitos comparativos también se calculó el 
índice de sitio de acuerdo a los modelos definidos en Valles et al., (1998) y el 
volumen total de cada rodal.  El crecimiento se estimó como la diferencia de 
volumen total entre mediciones sucesivas. 

2. Resultados y discusión 

2.1 Funciones de distancia evaluadas 
Tal y como se mostró en la sección anterior, la distancia (eficiencia) se puede 
estimar con base en una sola especie (algo similar a la estimación a través de 
índices de sitio), un grupo de especies o bien todas las especies en la 
población.  Adicionalmente, se puede estimar considerando sólo las edades (o 
diámetros para el caso de algunas especies) como insumos asimilables por 
especie, o bien adicionando insumos fijos como características fisiográficas o 
del suelo (pendiente, exposición y profundidad del suelo).  El cuadro 1 
muestra las distintas alternativas de formulación del problema de estimación 
de la distancia que se consideraron.    
El Pinus cooperi Blanco se tomó como especie guía por ser el pino más 
abundante en el área de estudio y porque 96% de los sitios contaba con una 
mínima proporción de esta especie, suficiente para estimar la eficiencia.  Por 
otro lado, se dividió la estimación entre pinos y todas las especies dado que la 
edad en las especies de hojosas fue aproximada a través del DAP. 

Estos dos efectos de sustitución hacen que la eficiencia estimada de cada 
sitio sea más alta en la medida en que se incorporan más especies al análisis, 
dado que una mayor cantidad de especies aprovecha más eficientemente los 
recursos de un sitio. La sustitución entre insumos fijos se puede apreciar al 
observar la figura 2 en la que se muestran los inversos de las variables duales 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

*j

*

d
df

lk

δ
 para los insumos fijos pendiente y exposición.    
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Cuadro 1.  Restricciones probadas para resolver el problema de distancia 
 
Clave de la 
formulación 

Grupos de especies 
consideradas como 

producto 

Especies guía (direccional) Presencia de 
insumos fijos en la 

estimación 
A Sólo pinos Pinus cooperi Blanco No 
B Sólo pinos Pinus cooperi Blanco Sí 
C Sólo pinos Todas las pináceas No 
D Sólo pinos Todas las pináceas Sí 
E Hojosas y pinos Pinus cooperi Blanco No 
F Hojosas y pinos Pinus cooperi Blanco Sí 
G Hojosas y pinos Todas las pináceas No 
H Hojosas y pinos Todas las pináceas Sí 
I Hojosas y pinos Todas las especies No 
J Hojosas y pinos Todas las especies Sí 

 
Observe que la relación es negativa y que asumiendo una eficiencia constante 
( )0=*jdδ  se obtiene como resultado una tasa negativa de sustitución entre 
factores.6

La sustitución entre factores fijos y edad de cada especie o grupo de 
especies se puede comprobar observando que la presencia de insumos fijos 
hace que las restricciones asociadas con la edad de cada especie sean menos 
“activas”, dado que las variables duales ( )*lkλ 7 asociadas a estas restricciones 
tienden a ser más pequeñas (menos determinantes de la eficiencia), 
independientemente del grupo de especies analizadas o del grupo de especies 
usadas como especies guía.   
Los dos efectos de sustitución muestran que si los insumos fijos no son 
limitantes en un sitio entonces es posible identificar mayores diferencias en 
productividad, mismas que pueden ser atribuidas exclusivamente al 
desempeño intrínseco de la ó las especies presentes en  el sitio.   

                                                 

6    Si se asume que estas dos variables tienen una relación lineal 
*jd

*df

*jd

*df
klkl

δ
βα

δ
21 −=  , entonces para un valor 

de eficiencia constante, esto es 0=*jdδ   se obtiene que la tasa de sustitución entre estos dos factores es 

negativa y constante : β−=*df*df
klkl

21

 

7   La variable dual se define como: *lk

lk

*k
*df

d
λ

δ
=  
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Figura 2 .  Sustitución entre factores fijos: = pendiente,  

y = exposición 
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La Figura 3 muestra *lkλ  para el insumo fijo “pendiente del terreno” en 
relación al valor de la pendiente, donde se puede apreciar que para valores 
de pendiente superiores a 10%, este insumo pierde efecto como determinante 
de la eficiencia ( 0→*lkλ ).  Sin embargo, cuando el insumo fijo es 
relativamente abundante (pendiente menor al 10%), éste tiende a tener 
mayor impacto en la determinación de la eficiencia ( *lkλ  crece), aunque este 
impacto es más variable.  Tal variación está relacionada al hecho de que 
diferentes combinaciones de especies aprovechan de forma diferente los 
recursos, por lo que unas condiciones de sitio son apropiadas para algunas 
especies pero inapropiadas para otras (Pretzsch, 2003; Zeide, 2004).  Esto se 
puede verificar al contrastar las  figuras  3b y 3d; donde a medida que la 
estimación de eficiencia se direcciona a más especies, la variación en 
eficiencia se reduce notablemente. 

Lo anterior brinda dos resultados de interés:  i) La inclusión de insumos 
fijos reduce el efecto de la relación altura-edad en la estimación de eficiencia 
y ii) a medida que la estimación se direcciona a más especies guía, se aprecia 
un mejor uso de los recursos fijos haciendo más difícil diferenciar la 
productividad entre sitios, efecto que se amplifica por la sustitución entre 
factores fijos y cuando estos son abundantes. 
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Figura 3.  Variable dual y eficiencia en relación a la cantidad de insumo fijo para 

estimaciones de eficiencia direccionada a una especie de pino (a y b) y direccionada 
a todas las especies de pino (c y d) 
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2.2 Efecto de la especie guía y especies consideradas en la 
formulación  
Los resultados del análisis sobre el efecto de los insumos fijos en la 
determinación de la  productividad muestran que se obtiene una mejor 
discriminación entre sitios si no se incluyen los insumos fijos.  Por ello, en el 
siguiente análisis sólo se consideran las soluciones a los problemas A, C, E, G e 
I definidos en el cuadro 1. 

Cuando las formulaciones usan a todas las especies como producto se 
observa que las soluciones (estimaciones de productividad) brindan mayor 
variación a medida que se emplean menos especies guía (formulaciones E, G e 
I). Este resultado es similar cuando sólo se emplean las especies de pino como 
producto (formulaciones A y C). El resultado es concordante en el sentido de 
que la distancia a la frontera de posibilidades de producción será más variable 
en la medida en que se utilicen menos especies guía, como se señaló antes, a 
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mayor número de especies es más probable un uso eficiente del sitio.  El caso 
extremo sería cuando el sitio se califica usando una sola especie guía que 
crece en condiciones poco apropiadas para ella. El resultado esperado sería 
un valor muy alto de distancia originado por una alta ineficiencia del sitio en 
mantener a esa especie. 

Las estimaciones de eficiencia usando una especie o grupo de especies 
guía regularmente tienen el mismo sentido (eficiente o no eficiente) aunque 
el orden de magnitud varía directamente de acuerdo con la cantidad de 
especies involucradas como productos.  Así por ejemplo, comparando las 
soluciones de la formulación A con la E, donde lo único que varía es la 
cantidad de especies consideradas en el análisis, se observa que a mayor 
número de especies mayor variación en la estimación, aunque el valor 
promedio resultó muy similar.  Comparando  las formulaciones C y G se 
obtiene el mismo resultado, y en este caso la variación para G es mayor que 
para C.  Una explicación de este resultado es que al existir un mayor número 
de especies la “distancia” a la frontera se tiene que evaluar en un mayor 
número de planos, resultando en una mayor variación.  El resultado está 
igualmente alineado con el resultado del análisis de insumos fijos en el 
sentido de que a medida que hay mayor número de especies éstas van a 
ocupar más eficientemente el sitio y se van a identificar menos diferencias de 
eficiencia. 

Por último, es importante señalar que las estimaciones de eficiencia radial 
(formulaciones C e I) tienen la más alta relación en el orden de magnitud y el 
sentido (correlación=0.38).  Por el contrario, las estimaciones de eficiencia 
direccional son muy dispares con relación tanto al número de especies 
involucradas como con las estimaciones de eficiencia radial. 
 
2.3 Selección del mejor estimador de eficiencia  
Dada la alta variación entre las estimaciones de eficiencia para las diferentes 
formulaciones es necesario tener un criterio de comparación de acuerdo con 
el objetivo primario de la evaluación de la calidad de sitio.  Para ello se siguió 
el procedimiento de estimación de productividad a una densidad base definido 
en la sección de metodología. El ajuste del modelo logístico brindó 
estimadores altamente significativos con las siguientes características: 

( ) ( )****
.
VV.

dt
dV

                             

 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −=

3212665
107740

 

La bondad de ajuste del modelo fue relativamente alta con una R2 
ajustada = 0.6496,  Suma de Cuadrados del Error= 1120 y un tamaño de 
muestra, = 117.  Con estos datos se procedió a calcular los valores de n
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crecimiento esperado ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
dt

dV0  a la densidad base ( )1500 =V 8 y dados el 

crecimiento y volumen ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ V,

dt
dV

 en la primera medición (1982). 

Posteriormente, se compararon estos valores con las estimaciones de 
eficiencia a través de un modelo lineal simple de la forma: 

*kdt
dV βδα +=0       (6) 

Donde α  y β  son parámetros del modelo y las demás variables tienen la 
misma nomenclatura.  Para comparar el índice de sitio se sustituyó *kδ  por el 
valor de IS en el modelo (6). El cuadro 2 muestra el resumen de los 
indicadores de bondad de ajuste para las combinaciones probadas. En este 
cuadro resalta la nula relación entre el Índice de Sitio y  la productividad total 
maderable del sitio (figura 4a), incluso, muy por debajo de cualquiera de los 
índices de eficiencia estimados con diferentes formulaciones.   
 

Cuadro 2.  Indicadores de bondad de ajuste de la relación lineal entre 
eficiencia y productividad a una edad base 

 
Relación Eficiencia-Producción por periodo Clave de la 

Formulación β  (significancia) R2
Varianza del 

Modelo 

A 0.4982 (NS) 0.0012 25.05 
C 9.189 ( ** ) 0.1048 22.28 
E 6.201 (NS) 0.0044 24.78 
G 3.225 ( ** ) 0.0440 23.79 
I 3.117 (** ) 0.0496 23.65 

Índice de Sitio 0.0019  (NS) 0.0001 25.08 
 

Al comparar sólo los índices de eficiencia resulta relevante que aquellos 
que se direccionaron a una sola especie (Pinus cooperi Blanco) guía 
(formulaciones A y E), también resultaron tener poca relación con la 
estimación de la productividad de todas las especies.  Esto refuerza el 
resultado de que el uso de una especie guía ya sea a través de IS o funciones 
de distancia sólo es buen estimador de la productividad del sitio en sitios 
uniespecíficos.   

El cuadro 2 muestra que las formulaciones G e I son muy similares en 
cuanto a ajuste aunque como se discutió anteriormente difieren en que existe 
mayor variación en las estimaciones logradas con la formulación I. Sin duda 
gran parte de esta variación adicional es debida a que en los tres grupos de 
latifoliadas (Alnus, Arbutus y Quercus ) no existe una aproximación de la edad 

                                                 
8  La densidad se definió de acuerdo con el promedio de densidad de todos los rodales en la muestra y está medida 
en m3ha-1. 
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y en cambio se usó el DAP como variable aproximada, lo cual introduce mayor 
variación dado que esta variable es altamente dependiente de la densidad.  
Esto se hace más evidente cuando se comparan las estimaciones 
proporcionadas por las formulaciones G y C que colocan a esta última como la 
mejor formulación para estimar la productividad de los sitios. La Figura 4b 
muestra la relación entre productividad maderable total del sitio y la 
estimación de eficiencia con la formulación C. Observe que existe una clara 
correlación positiva entre la productividad y la eficiencia, misma que aumenta 
en su varianza a medida que el sitio se califica como más eficiente.  Esta 
variación es de esperarse, ya que muestra que otras variables como 
composición (en términos de la proporción de especies) y estructura tienen 
también un efecto importante en definir la eficiencia. 
 
Figura 4.  Relación entre el estimador de productividad con el: a) índice de 

sitio y el mismo estimador de productividad con la: b) eficiencia  
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El resultado parece aún más lógico si se considera que en promedio los 
sitios muestra tienen una baja composición de especies latifoliadas (33% en 
número de individuos, 21% en área basal y 13% en volumen de total), lo que 
hace que su omisión en la estimación de la productividad total del sitio no sea 
muy relevante.  Sin duda esto debería cambiar en la medida en que la 
proporción de especies latifoliadas sea más abundante, lo que obliga a buscar 
alguna variable (o combinación de variables) que aproxime con mayor 
precisión la edad de las especies latifoliadas. 
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Conclusiones 

El trabajo analiza el uso de una medida de eficiencia relativa como estimador 
de la calidad de sitio en rodales multiespecíficos.  La evaluación de eficiencia 
tiene el mismo principio que la estimación de productividad a través de índice 
de sitio; sin embargo, permite incluir de una forma práctica más especies 
dentro de la evaluación y más recursos disponibles en el sitio, por lo que 
resulta ser una evaluación integral y por consecuencia menos sesgada que la 
evaluación a través de IS cuando existen varias especies.  Adicionalmente, 
resultó brindar una mejor estimación de la productividad del sitio que las 
estimaciones tradicionales de IS. 

Los resultados muestran que la evaluación de la productividad en rodales 
multiespecíficos debe ser relativa a la composición del rodal ya que en la 
medida en que aumenta la diversidad de especies el sitio tiende a usarse más 
eficientemente.  Este efecto se agudiza, en tanto que algunas especies que se 
van integrando al rodal pueden sustituir la abundancia de algún insumo fijo 
por la escasez de otro (sustitución entre factores fijos).   Lo anterior muestra 
que para tener una buena estimación de calidad de sitio en presencia de 
varias especies es necesario incorporar la composición y quizá estructura del 
sitio en la estimación.  Sin embargo, este aspecto requiere de más estudios ya 
que el grado de sustitución entre insumos de acuerdo con la combinación de 
especies existentes incorpora un nivel adicional de complejidad al tratar de 
aislar el efecto. 

Los resultados aquí obtenidos muestran que la alternativa de evaluar 
eficiencia en presencia de varias especies es buena y por mucho, más efectiva 
que usar el índice de sitio referido a una sola especie.  Muestran también que 
la estimación radial usando todas las especies dentro del sitio como especies 
guía es significativamente mejor que cualquier otra estimación de distancia. 
Sin embargo, en rodales con mayor composición de especies latifoliadas 
resulta importante encontrar una variable o conjunto de variables que 
aproximen apropiadamente la edad del arbolado dominante, de otra forma las 
estimaciones podrían no ser tan favorables.  Finalmente, resulta necesario 
ampliar los estudios relacionados con la estimación de la productividad en 
rodales multiespecíficos a fin de mejorar las características de los indicadores 
usados para su evaluación dado el carácter dinámico de las variables que 
afectan la productividad como son la densidad, la composición y la estructura 
del rodal. 
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